Numericka linearna algebra

Vjezbe



1 Sustavi linearnih jednadzbi

1.1 Gaussove eliminacije i LU faktorizacija
1.1.1 Opis problema

Zapocet ¢emo sa primjerom iz prakse, u kojem se pojavljuje problem rjesavanja
sustava linearnih jednadzbi. To ¢e nam biti motivacija za proucavanje danog
problema, naime sustavi linearnih jednadzbi pojavljuje se kao posljedica
rjeSsavanja mnogih problema u fizici, kemiji, biologiji, strojarstvu, gradevini

Primjer 1.1 Problem od kojeg polazimo je racunanje potencijala u elek-
tricnoj mrezi prikazanoj na Slici 1.

100V

Slika 1: Elektri¢na mreza

Otpori u otpornicima su dani na slici, a razlika potencijala izmedu tocaka
A i B je 100 V. Iz Ohmovog zakona slijedi da je jakost struje I, koja struji
od tocke p do tocke q u grani mreZe pq, dana sa
Vp — U
A p q’
Pq qu
gdje su v, i vy potencijali u tockama p 1 q, a R,y je otpor grane pq. Prema
Kirchoffovom zakonu, suma jakosti struja koje zavrsavaju u jednom cvoru
mora biti jednaka nuli, © to vrijedi za svaki ¢vor mreZe. To je zapravo zakon



sacuvanja naboja, i on ukazuje na to da se struja ne mozZe akumulirati niti
generirati u bilo kojem cvoru mreZe. Primjena tih dvaju zakona na cvor 1
vodi do sljedece jedadzbe

100 — 1 Vg — U1 Vg — VU1

Tag + Iy + Isy = 3 + 3 + B =0

ili u sredenom obliku
]_11)1 — 5?]2 — Vg = 500.

Na slican nacin mogu se napisati jednazbe za svaki preostali cvor u mrezi,
cime dobiwamo sustav od 6 jedadzbi, sa 6 nepoznanica. Nepoznanice su v;,
1=1,...,6, potencijali v cvorovima.

11vy —  bvg — v = 500
—20v; + 4lvy — 15vs — by = 0
— 31)2 + 77}3 - 4U4 = 0

— vs + 204 — Vs = 0

— 3U2 — 10U4 + 28’05 — 15?]6 = 0

—2v; — 1dvs + 4Tvg = 0

Dakle problem smo sveli na rjesavanje sustava, kojeqg matricno mozZemo za-
pisati kao Av = b, pri cemu je A € R*% matrica, a v,b € RS vektori, i oni
su oblika

11 =5 0 0 0 -1 U1 [ 500 ]
—20 41 -15 0 —6 0 Vs 0
0 -3 7T —4 0 0 vy | 0
0 0 -1 2 -1 0 v | 0
0 -3 0 —10 28 —15 vs 0
-2 0 0 0 —15 47 Ve 0
A v b

Primjer 1.2 Zadani su parovi tocaka (z;,y;), i = 0,...,n, gdje su y; =
f(z;) izmjerene (ili na neki drugi nacin dobivene) vrijednosti funkcije f(x)
koju zZelimo aproksimirati polinomom p(x) stupnja n. Pretpostavijamo i da
je x; # x; za i # j. Kriterij za odabir polinoma p(x) je da u tockama x; ima
vrijednost p(x;) = y; = f(x;). (Govorimo o interpolacijskom polinomu.)
Ako p(x) prikazZemo u kanonskom obliku

p('r) :a0+a1l’+a2x2—|—--« —|—an$n = Za]x]
7=0



onda treba odrediti koeficijente ag, . .., a, tako da vrijede uvjeti interpolacije
p(z;) =y, 1=0,...,n, t.

-1
ag + a1zo + azx(% + o dapmy T Fanry = Yo

~1
ap + a1w1 + a4+ -+ ap 12t + apx =y

Ao+ 1T + x4 ap 2T+ a,x =y
ap + a1, + GQI?L + - an_lxﬁ’l + apx] = Yp.
Vidimo da svaki uvjet interpolacije daje jednu jednadzbu u kojoj se nepoznati

koeficijenti pojavljuju linearno. Sve jednadzbe c¢ine sustav linearnih jednadzbi
kojeg mozZemo matricno zapisati u obliku Va =y, tj.

1 @ a2 a3 - 207t ap o Yo
1 oo 22 23 - a2t oan a Y1
e e a9 Y2 (1)
2 .3 n—1 _n . = -
2' 3 1l n (p—1 Yn—1
L L xy ay x, - oy Ty | dn | | Un |
~ ~ Vv ~ Vv
V a Y

Matrica V' zove se Vandermondeova matrica. Zahvaljujucéi njenom specijal-
nom obliku, moguce je efikasno odrediti a =V ty.

Kao sto vidimo u primjerima, a ima ih jos puno takvih, sustavi line-
arnih jednadzbi se pojavljuju vrlo cesto, zato je jedan od osnovnih prob-
lema numericke matematike rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi. U ovom
poglavlju istrazivat ¢emo metode za rjesavanje kvadratnih n x n sustava, tj.
sustava s n jednadzbi i n nepoznanica,

a1, + a199 + -+ - + Q155 + -+ AT, = b1

211 + Q999 + - - - + A9;Tj + o+ Aoy, = b2

a; 11 + apxr9 + -+ -+ aij:cj + 4 AT, = bl

Ap1T1 + Apaly + « -+ AnjTj + « -+ + App Ty = by,

Matrica A = [aij]?jzl € R™" je matrica sustava, a njeni elementi su
koeficijenti sustava. Vektor b = [b;]l_, € R" je vektor desne strane
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sustava. Treba odrediti vektor nepoznanica x = [z;];_, € R" tako da
vrijedi Ax = b.

Kada je matrica A kvadratna i regularna, onda znamo da je problem
teorijski vrlo lagano rijesiti: z = A~!b, medutim, ako to Zelimo rijesiti na
racunalu tada ¢e se pojaviti neki problemi.

e Usprkos brzini danasnjih racunala, kod racunanja sustava velikih di-
menzija, vrijeme izvrSavanja moze postati neprimjereno dugo. Narocito
kada koristimo Gaussovu metodu eliminacija, koja dolazi do rjesenja u
O(n?) elementarnih operacija (+, —, x, /).

e Rezultati koje racunalo izracuna mogu biti netoc¢ni, a neki ¢ak i s nepri-
hvatljivo velikom greskom.

Zato su razvijene razne metode za rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi,kako
bi se minimizirali gore navedeni problemi.
1.1.2 Gaussove eliminacije i LU faktorizacija

Primjer 1.3 Rijesimo sljedeci sustav jednadzbi:

5.]31 + 9+ 4.773 = 19 5 1 4 T 19
10131 + 4(132 + 75(33 = 39 = 10 4 7 ) = 39
—151)31 + 5%2 - 9]33 = —32 —15 5 —9 Zs3 —32
~ ~~ o ——
A= [aij]ijzl b= [bi]§:1

(2)
Koristimo metodu supstitucija, odnosno eliminacija. Prvo iz prve jednadzbe
12razimo T pomocu Ty © T3, te to uwvrstimo u zadnje dvije jednadzbe, koje
postaju dvije jednadzbe s dvije nepoznanice (xy i x3). Dobivamo

1
T = R (19 — x9 — 4x3),

pa druga jednadzba sada glasi

10
E (19 — X9 — 41’3) + 41’2 + 71’3 = 39,

t.
10

10

Dakle, efekt ove transformacije je ekvivalentno prikazan kao rezultat mnoZenja
prve jednadzbe s



i zatim njenim dodavanjem (pribrajanjem) drugoj jednadzbi. Druga jed-
nadzba sada glasi
2$2 — T3 = 1.

Ako ovu transformaciju sustava zapisemo matriéno, imamo

51 4 100 51 4 51 4
10 4 7 — -2 10 10 4 7| = 0 2 —1
—-15 5 -9 0 01 —-15 5 -9 —-15 5 -9
A 2D A A0 _ [aq)r
Yol =1
Nepoznanicu x1 eliminiramo iz zadnje jednadzbe ako prvu pomnozZimo s
ey Z15
1 = —— =
agl) 5

i onda je pribrojimo zadnjoj. To znaci sljedecu promjenu matrice koeficije-
nata:

5 1 4 1 00 5 1 4 5 1 4
0 2 —1 — 010 02 —-1|=]02 -1
—-15 5 -9 3 01 —-15 5 -9 0 8 3
AWM 3D AWM A — [&7(;]2')]3
ij=1
Vektor desne strane je u ove dvije transformacije promijenjen u
19 1 00 19 19
39 — -2 10 39 | = 1
—32 0 01 —32 —-32
—_——
b L&D p
1 00 19 19
— 010 1| = 1
3 01 —-32 25
——— ——
LB p2
Novi, ekvivalentni, sustav je APz = b2, tj.
5.I1+ $2+4LL’3 = 19
21’2 — X3 = 1
8Ty — 313 = 25, (3)
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u kojem su druga i treca jednadzba sustav od duvije jednadzbe s duvije nepoz-
nanice. Ocito je da rjesenje x = (x1, 9, x3)" sustava (2) zadovoljava i sus-
tav (3). Obratno, ako trojka x1, xo, 3 zadovoljava (3), onda mnoZenjem prve
jednadzbe u (8) s 2 i zatim pribrajanjem drugoj jednadzbi, dobijemo drugu
jednadzbu sustava (2). Na slican nacin iz prve i trece jednadzbe sustava (3)
rekonstruiramo treéu jednadzbu polaznog sustava (2). U tom smislu kazemo
da su sustavi (2) 1 (3) ekvivalentni: imaju isto rjeSenje.

Nadalje, primijetimo da smo proces eliminacija (tj. izraZavanja nepoz-
nanice x1 pomocu Ty i x3 i eliminiranjem x1 iz zadnje dvije jednadzbe) jed-
nostavno opisali matricnim operacijama. Eliminaciju nepoznanice x, smo
prikazali kao rezultat mnoZenja matrice koeficijenata i vektora desne strane
s lijeva jednostavnim matricama LY § LB

Jasno je da je sustav (3) jednostavniji od polaznog. Zato sada nastavljamo
s primgenom iste strategije: iz trece jednadzbe eliminiramo xo tako sto drugu

jednadzbu pomnozZimo s
a?
_32 _ 9
2
agz)
1 pribrojimo je trecoj. Tako treca jednadzba postaje Txs = 21, a cijeli sustav

mma oblik

533'1 + X9+ 4.1'3 = 19
2I2 — I3 = 1
7[L’3 = 21.

Transformaciju eliminacije xo iz trece jednadzbe mozZemo matricno zapisati
kao transformaciju matrice koeficijenata

5 4 1 00 51 4 5 1 4
0 2 -1 — 0 10 02 —-1]|=1]102 -1 (4)
08 3 0 —4 1 08 3 00 7
4@ 132) 4@ 4®)
1 transformaciju vektora desne strane
19 1 00 19 19
1 — 0 10 1| = 1]. (5)
25 0 —4 1 25 21
3
) ,32) @) B3 [bgs)]
i=1

Sustav (4), koji je ekvivalentan polaznom, lako rijesimo.
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21

1. Iz trece jednadzbe je x3 = =3.

2. Iz druge jednadzbe je xo = = (1 + x3) = 2.

7
1
2

3. Iz prve jednadzbe je 11 = é (19 — 29 — 4x3) = 1.

Jednostavna provjera potvrduje da su x1, xo, x3 Tjesenja polaznog sustava (2).

Analizirajmo postupak rjesavanja u prethodnom primjeru. Pazljivo po-
gledajmo oblik matrica u realaciji

AG) — [N )Y

Matrica A®) je gornjetrokutasta, a produkt LG LGDLED je donjetroku-
tasta matrica. Dakle, polaznu matricu A smo mnozenjem slijeva donjetro-
kutastom matricom nacinili gornjetrokutastom. To mozemo procitati i ovako:

A= LA(3), L = (L(Q’l))_l(L(g’l))_l(L(g’Q))_l,

gdje je L donjetrokutasta matrica. Lako se provjerava da je

O = O
NG )
_ O O

100 1 0 1 00 1
L=1(2120 0 0 010|= 2
0 01 -3 1 0 41 -3

-~

(L(2,1)>71 (L(3,1))71 (L(S,Q))fl

Dakle, matricu A smo napisali kao produkt donjetrokutaste i gornjetroku-
taste matrice, A = LA®. Gornjetrokutastu matricu u ovom kontekstu
obitno oznacavamo s U = A®) pa je A rastavljena na produkt A = LU.
Govorimo o LU faktorizaciji matrice A (neki tu faktorizaciju zovu i LR fak-
torizacija matrice). Uo¢imo da je ra¢unanje produkta koji definira matricu L
jednostavno. Inverze matrica LY, L3 i L32) dobijemo samo promjenom
predznaka netrivijalnih elemenata u donjem trokutu, a cijeli produkt jednos-
tavno je stavljanje tih elemenata na odgovarajuée pozicije u matrici L. Sada
jos primijetimo da je relacija (4) zapravo linearni sustav Uz = b, gdje je
b3 = LGB LD = -1, Jasno,

r=A"=(LU)'b=U"L"b.

Dakle, u terminima matrice A i vektora b, linearni sustav u primjeru 1.3
rijeSen je metodom koja se sastoji od tri glavna koraka.
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1. Matricu sustava A treba faktorizirati u obliku A = LU, gdje je L
donjetrokutasta, a U gornjetrokutasta matrica.

2. Rjesavanjem donjetrokutastog sustava Ly = b treba odrediti vektor
y = L 'b.

3. Rjesavanjem gornjetrokutastog sustava Ux = y treba odrediti vektor
r=U"1ly=U"YL").
1.1.3 Trokutasti sustavi: rjeSavanje supstitucijama unaprijed i
unazad

Trokutasti sustavi jednadzbi lako se rjesavaju. Pogledajmo, na primjer,
donjetrokutasti sustav Lx = b dimenzije n = 4:

611 0 0 0 T1 bl
byl 0 0 Ty | | b
b3y L3y 33 0 x3 | | bs
lyy lyg ly3 Ly Ty by

Neka je matrica L regularna. To znaci da su £; # 0 za ¢ = 1,2, 3,4. Ocito je

Y
S

1

To = E_ (b2 - €21$1)
22
1

xr3 = E_ (b3 — l3121 — f32902)
33
1

Ty = E_ (b4 — Uy — Lyoxo — 543$3)~
44

Vidimo da x; mozemo odmah izracunati, a za ¢ > 1 formula za z; je funkcija
od b;, i-tog retka matrice L i nepoznanica x4, ..., x; 1 koje su prethodno ve¢
izracunate. Dakle, prvo izracunamo x;, pa tu vrijednost uvrstimo u izraz
koji daje xo; zatim xy i x9 uvrstimo u izraz za x3, itd. Ovakav postupak
zovemo supstitucija unaprijed.

Algoritam 1.1 Rjesavanje linearnog sustava jednadzbi Lx = b s regularnom
dongetrokutastom matricom L € R™™.

/* Supstitucija unaprijed za Lz = b %/
by

Ty = —;
by’



zai=2,...,n

i—1
T, = <bi - Z&jl’j) /gii; }
j=1

Prebrojimo operacije u gornjem algoritmu:

e dijeljenja: n ;

1
e mnozenja: 1+2+-~-+(n—1):§n(n—1);

1
e zbrajanja i oduzimanja: 1 4+2+---+ (n—1) = 5 n(n—1).

Dakle, ukupna slozenost je O(n?).

Gornjetrokutaste sustave rjeSavamo na slican na¢in. Ako je sustav Ux = b
oblika

Uil U2 Uz Uig T by 4
0 wg2 ugz U T2 | _ ba H wii £ 0
0 0 usz usg I3 by |7 * ’
0 0 O Ug4 Ty b4 =t

onda, polaze¢i od zadnje jednadzbe unazad, imamo

by
Ty = —
Ug4
1
I3 = — (b3 - U345E4)
uss
1
Ty = — (b2 — U23T3 — U24354)
U22
1
ry = u_ (bl — U12T2 — U13T3 — U14334)-
11

Ovakav postupak zovemo supstitucija unazad.

Algoritam 1.2 Rjesavanje linearnog sustava jednadzbi Uz = b s regularnom
gorngetrokutastom matricom U € R™*™,

/* Supstitucija unazad za Uz = b */
unn

zai=n—1,...,1{

T; = <bi - Z Uijﬂ?j) /Uu, }
j=i+1

Kao i kod supstitucija naprijed, sloZenost ovog algoritma je O(n?).
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1.1.4 LU faktorizacija sa i bez pivotiranja

Sada kad smo uocili da se rjesavanje linearnog sustava Ax = b faktoriziranjem
matrice A svodi na trokutaste sustave, ostaje nam posebno prouciti faktor-
izaciju matrice A € R™"™ na produkt donje i gornjetrokutaste matrice. Zan-
ima nas proizvoljna dimenzija n, ali ¢emo zbog jednostavnosti razmatranja

na pocetku sve ideje ilustrirati na primjeru n = 5. Neka je

aix a2
21 (22
A= | azn az
ay1 Q42
as1 G52

ai3
23
ass
43
as3

Q14
Q24
34
Q44
Q54

ais
Q25
ass
Q45
as5

Sjetimo se, eliminacija prve nepoznanice manifestira se ponistavanjem koefici-
jenata na pozicijama (2,1),(3,1),...,(n,1). To mozemo napraviti u jednom

potezu'. Ako definiramo matricu

LW —

onda je xy eliminiran iz svih jednadzbi osim prve, tj.

a

o o o O

12

1
agQ)

1
agm)

1
az(m)

1
aéz)

a3

1
ags)

(1)
Q33

1
%(13)

(1)
Q53

aiq

1
‘154)

1
a§4)

1
@1(14)

1
aé4)

Q15

1
a§5)

1
ag;

1
%(15)

1
aé;

Objasnimo oznake koje koristimo za elemente matrice A, Opéenito, ele-
menti AM) oznaceni su s agjl-), 1 <1, 5 <n. Medutim, elementi prvog retka u

U primjeru 1.3 smo zbog jednostavnosti ponistavali koeficijente jedan po jedan.
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AW jednaki su prvom retku u A, a%)

= aij, 1 < j < n, pasmo to eksplicitno
naznaéili u zapisu matrice AM).

Primijetimo da je transformaciju A — A® moguée izvesti samo ako je

an#(). (6)
Takoder, lako se uvjerimo da je
1 000 0]
29 09 0 0
ail
asi1
(L(l))flz a—n O 1 0 O :
Mg 01 0
a1
B oo 1
L G11 i
te da iz A = (LM)LAW slijedi
1 0
ay;  ags _ . a1; Q2
a1 Q22 2 0 ag12) ’

a11

Jednostavno, dobili smo faktorizaciju vodece 2 x 2 podmatrice od A. Uvjet
za izvod ove faktorizacije bio je (6). Stavimo

a1; Qa2 1
s = det = ana;;.
Q21 Q22

Ako je as # 0, onda je i a%) # (0 pa je dobro definirana matrica

r 1 0 0 0 07 L0 00 0
0 1 000 0100
i (1)
= Q3o
L = (1) 1 njen inverz (L(2))*1 _ .
g O 0 M2 0 1 0
(1) 2
Qg9 o
(1) o
g oo 0“2 001
! a
) N ] - 22 i
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Vrijedi
a;; a2 a3 a4 das

1 1 1 1
agQ) aé?,) aé4) ag;

2 2 2
0 a:(zs) @§4) a§,5) . (7)

2 2 2
0 az(13) CLEM) az(15)

A@ = @AM — [0 4 —

o o o O

2 2 2
0 ags) @é4) aé5) |

<2)} "
]

Uocimo da oznake u relaciji (7) naglasavaju da je u matrici A®?) = [a~

ij=1
prvi redak jednak prvom retku matrice A, a drugi redak jednak drugom
retku matrice A, Ako sada u relaciji A = (LM)™1(L®)~1A®) izra¢unamo

produkt (LM)~1(L®)~! dobivamo

! 0 0 0 07

a21 ~ _

a_n 1000 aix A1z G13 G4 Q15

1 1 1 1

asi ﬁ 10 0 0 aéZ) aé:,)) ag4) aés))

(1)
A | I A NG

(1)

Mg | 000 ay el ag

an q
. 0 0 a aff ay
(1) - -

@51 Gs5o 00 1

| an afy |

odakle zakljucujemo da vrijedi

1 0O O

a1; Q12 Qi3

a
apx Qa2 a3 =21 1 0 e
a1 Gga Qg3 | = | 411 0 ay asg
as; Ggz a33 a 1) 9
31 Qs3g (2)
il % 1 0 0 as

a

| P11 a9y i

Dakle, ako je a;; # 01 as # 0, onda smo dobili trokutastu faktorizaciju
vodece 3 x 3 podmatrice od A. Stavimo

11 a2 i3 W @
3 = det g1 Q22 Q923 = A11Q99 A33 .
a31 dzz G33
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Ako je ag # 0 onda je i a%) # 0 pa su dobro definirane matrice

10

i vrijedi

A®) = [ A

Ako izracunamo produkt (L™M)=1(L®#))~1(LB)~1 onda vidimo da vrijedi

1

21
a1

31
a

A — 11

Q41

a1

as51
i

O =

0 00
0 00
1 0 0
(2) _
_aﬁ 1 O 9 (L(3)) !
a(2)
33
(2)
—“% 01
ass J
-Gn
0
— IO @M 4 = 0
0
| 0

(2)

0
0 _011
0

0
0
0 0
i 0

1

14

Q12

1
aé;

0
0
0

12

1
aéQ)

0

1 0
01
0 0

a3

1
a(23)

2
@gﬁ)

0
0

a13

1
ag:s)

0
0
1

aiy
ag;
a5y
ag;

Q14

1
ag4)

2
a:(a4)

3
az(y;)

3
aézl)

o

Q15

1
aés)

2
a:(a5)

3
ais))

(3)

o

ass |

15

1
ags)

2
a:()>5)

3
ais)

3
aé5)




te da je

a1
a21
asi
41

@12
22
a32
42

a13
23
ass
Q43

A14
24
34
Q44

Ponovo zaklju¢ujemo na isti

Ako je oy # 0, onda je i a,y

ay = det

o O O
OO = O

o= O O

e}

a1
21
a31
Q41

(3)

Lako provjerimo da vrijedi

AW = [ AB) — 1WA 2 1) 4 =

a1
an

asy

a1

aq1

an

nac¢in: definiramo

a2
22
asz2
42

= 0, pa su dobro definirane matrice

o O OO

1
a:(az)

e)
agz)

1

1
agQ)

@13
23
ass
Q43

15

0 07
0 0
1 0
2
agxza)

a4
24
34
Q44

o o o O

a11

o O O+

a12

(1)

Qg9

ail a2

(1)
0 agy asy asy

@13 Q14
(1) (1)

2 2

0 0 as5 asy

— aoffaffo)

O O = O

0 0

0 0

1 0

0 1

3

3
@4(14)
aiz aiq

1 1
agg) aéﬁ
2 2
afy afy
0 aﬁ)

0 0

3)

Ay |

o O O O

a15




te da je, nakon ra¢unanja produkta (L™M)=1(L®Z)=1(LG)=1(LW)~1

[ 1 0 0 0 07
21 B _
a_11 1 0 0 0 11 Q12 Qi3 A4 Ais
1 1 1 1 1
w0 e o
1)
I 00 d | )
1 2
an ap ag 1 0 0o 0 0 a¥ o
ay 1) (2)
Qg Q33 0 0 0 0 a(4)
1) (2) (3) = 55 4
451 @52 Os3 G54 07
a 1) (2) (3)
L "1 gy G337 Gy J

v~

L

Vidimo da je izvedivost operacija koje su dovele do faktorizacije A = LU
ovisila o uvjetima

a11 7£ 07 a(212) 7é 07 a’g’)) 7é Oa az(li) 7é 0.

Takoder, uocili smo da su ti uvjeti osigurani ako su u matrici A determinante
glavnih podmatrica dimenzija 1, 2,...,n — 1 razlicite od nule. To je u nasem
primjeru znacilo uvjete

OzlEall%O, 0427&0, 043%0, Of47é0.

Brojeve a1, aglz), a:(fg)), aﬁ) zovemo pivotni elementi ili kratko pivoti.

Brojevi aq, s, az, ay su glavne minore matrice A.
Dakle, mozemo zakljuciti sljedece:

o Ako je prvih n — 1 minora matrice A razlicito od nule, onda su i svi
pivotni elementi razliciti od nule i Gaussove eliminacije daju LU fak-
torizaciju matrice A.

U tom slucaju sljedeci algoritam racuna faktorizaciju A = LU.

Algoritam 1.3 Racunanje LU faktorizacije matrice A.
L=1
zak=1,...,n—1{
zaj=k+1,....,n{
k-1

bir =~y

A
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k
a§'k):0;}
zaj=k+1,....,n{
zai=k+1,...,n{

k k—1 k—1
ay = oy  —laaygi } )

U=A""b = [agkl)}

Jedan, ocit problem, s LU faktorizacijom koju smo opisali u prethodnom
odjeljku je da za njeno ra¢unanje, prema opisanom algoritmu, matrica A
mora imati specijalnu strukturu: sve njene glavne podmatrice do ukljucivo
reda n — 1 moraju biti regularne. Sljedec¢i primjer ilustrira taj problem.

Primjer 1.4 Neka je matrica sustava Ax = b dana s

0 1
A= { 0 ] .
Ova matrica je reqularna, det A = —1, pa sustav uvijek ima rjesenge, ali A
ocito nema LU faktorizaciju, jer

0 1| 1 0 Uyl U2
1 1 o ggl 1 0 U22

1- Ui =

1- U12

la1 - U1y

lo - ujp + Uy =

povlaci da je

I
_ == O

Iz prve jednadzbe odmah vidimo da mora biti uy; = 0, a iz trece slijedi da
Uy -0 =1, sto je nemoguce.
S druge strane, matrica A reprezentira linearni sustav

Oxl + X9 bl
T1+ Ty = bz

koji wvijek 1tma rjesenje x1 = by — by, xo = by, 1 kojeg moZemo ekvivalentno
zapisati kao®

$1+ZL’2 = bg

2Zamjena redoslijeda jednadzbi ne mijenja rjesenje sustava.
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01131 + 22 = bl.

Matrica ovog sustava je

S R EH}

i ocito ima jednostavnu LU faktorizaciju s L =1, U = A’. Vezu izmedu A i
A’ zapisujemo matricno:

, [1 1] Jo1][o1
a=lor]=[10][01]
S—_———

P A

Matricu P zovemo matrica permutacije ili jednostavno permutacija. Njeno
djelovanje na matricu A je jednostavno permutiranje redaka.

Da bismo ilustrirali kako zamjenama redaka uvijek mozemo dobiti LU
faktorizaciju, vratimo se nasem 5 x 5 primjeru i pogledajmo npr. relacije (7),

(8):

-CL11 Q12 @13 Q14 Q15 1
1 1 1 1
0 agQ) agg) ‘154) a§5)
AR =12 A0 — @MW) 4 — 0 0 a§23) agi) ag? 7
00 o
L0 0 aff aff dff |
[ 1 0 0 0 07
21
— 1 0 0 0 _ _
a1 11 Q12 a3 a4 dAis
1
31 ﬁ 100 0 afy a%) asy aé?
a 1)
A= H G?Q) 0 0 a;(»fv,) a;(gi) a§,25)
1
a a
WS 00|00 o o o
2 2 2 2
(1) B 0 0 aé3) aézx) aég)) ]
51 Q5o 00 1
| an afy ]
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Neka je aé? = 0. Dakle, vise ne mozemo kao ranije definirati L(®. Pogleda-

jmo elemente ag) i aé?. Ako su oba jednaka nuli, onda mozemo staviti

L®) = [ i nastaviti dalje, jer je cilj transformacije L® ponistiti ag) i ag?.
Ako su oni ve¢ jednaki nuli onda u ovom koraku ne treba nista raditi pa je
transformacija jednaka jedini¢noj matrici. Neka je sada npr. a%) # 0. Ako

definiramo matricu

[ 11 Q12 Qi3 A4 Ais
1 00 0O o o @O Q1
0 a a a a
01000 22 23 24 Qos
PY»=10000 1|, ondaje POIAD =1 0 0 o o2 o
00010 9 9 9
00100 0 0 aig) az(14) a§15)
2 2 2
| 0 0 aé:a) a§4) a:(z5) ]

Sada mozemo definirati matrice

10 0 00 10 0 00
01 0 00 01 0 00
00 1 00 00 1 00
(2) _ 2)
L =19 % 1 g C7T=1]g % 4
e) e
53 53
(2) (2)
00 =B ¢4 00 8 g1
(2) 2)
L QAs53 J L Q53 .
i posti¢i

a1l a2 a3 a4 Ais
(1) (1) (1) (1)

0 asy agy ayy Gy
AB) = [ B pB) A2 — 1B pB R M) 4 = 0 0 a%) aéi) aé?
0 0 0 af o
0 0 0 af o

Primijetimo da je treé¢i redak matrice A® jednak petom retku matrice A
Za sljedeci korak eliminacija provjeravamo vrijednost aﬁ). Ako je aﬁ) # 0,
postupamo kao i ranije, tj. definiramo matricu L kao u relaciji (9). Ako je

al¥ = aéi) = 0, onda mozemo staviti L*¥ = I, jer je u tom slucaju A® veé
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gornjetrokutasta. Neka je aﬁ) =0, ali aéi) £ 0, tako da L™ nije definirana.

Lako provjerimo da permutacijska matrica

[ a1 an aiz G4 ais |

10000 0 o) o) ol
PY=10010 0] daje PPA®=| 0 0 o o o
00010 0 00 )

L0 0 0 af) o |

Kako je po pretpostavci aﬁ) = 0, mozemo staviti LY = I i matrica U =

LW PWAB) je gornjetrokutasta. Sve zajedno, vrijedi relacija
U=LYpOHrepdrert

Vidjeli smo ranije da je mnozenje inverza trokutastih matrica L*) jednos-
tavno. Medutim, mi sada imamo permutacijske matrice izmedu, pa ostaje
istraziti kako one djeluju na strukturu produkta. Primijetimo,

10 0 0 0] 10 0 0
01 0 00 01 0 0
10000 00 1 00 00 1 0
01000
(2) (2)
@rE _
pPELY = 100100 00—%10—00—%0
00001 azs 53
00—%01 00—%1
a a
L 53 - L 53
10 0 0 0]
1 0 00
00 1 00 10000
. 01000 B
= g0 % | g 00100]|=r®pWw
at? 00001
@ 00010
00 ——75 01
a
- 53 J
73

Dakle, P® mozemo prebaciti s lijeve na desnu stranu od L®), ako u
L®) permutiramo elemente ispod dijagonale u tre¢em stupcu. Tako dobivena
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matrica L® ima istu strukturu kao i L®. Na isti nacin je PO L@ LD =

LOLOPE) § pPOT@LM — LR LML P@W pa je

U=1[YpBHrepdrert 4 — L(4)Z(3)E(2)L(1)P(4)P(3)A,
tj.

POPBE) 4 = (LW)~Y(I®) 1LY LW,
P L

Produkt koji definira matricu L je iste strukture kao i ranije, dakle, imamo
jednostavno slaganje odgovarajuc¢ih elemenata. Nadalje matrica

10000 10000 10000
01000 01000 01000
P=PYpPE =100 10 0 00001|=]00001
00001 00010 00100
00010 00100 00010

je opet matrica permutacije.
Jasno je kako bi ovaj postupak izgledao opc¢enito. Na kraju eliminacija
bi vrijedilo
U= Alr-1 — L(nfl)p(nfl)( . (L(3)p(3) (L(2)p(2) (L(l)P(l)A))) ), (1)

i p=pr-pr=2 ... p@pPo gdje neke od permutacija P*) mogu biti jed-
nake identitetama (jedini¢nim matricama). Ova metoda naziva se Gaussove
eliminacije sa parcijalnim pivotiranjem.

[lustrirajmo opisanu proceduru jednim numerickim primjerom.
Primjer 1.5 Neka je

11 41
211 6
A=151 10
1 41 3

Najveéi element u prvom stupcu od A je na poziciji (3,1) — to znaci da prvi
pivot maksimiziramo ako zamijenimo prvi i treci redak od A. Tu zamjenu
realizira permutacija PV, gdje je

0010 5110
0100 2116
(1) _ (1) 4 —
P 1000l T4 1141
000 1 1413
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Sada definiramo

1 000 5 1 1 0
2
—x 100 0 g g 6
L — aie AL — (M pM) g —
1 »  paj 4 19
— 010 0o - — 1
5 5 5
1 19 4
— 0 0 1 0O — - 3
L 5 i i 5 5 _
Sljedeéi pivot je maksimiziran permutacijom P®, gdje je
[5 1 1 0]
1000 0 % %l 3
0001
2) — (2) A1) —
PP=loo1o] P74 =, 4 19
0100 5 5
0 2 2
L 5 5 J
Sljedeci korak eliminacija glast
(5 1 1 0 ]
1 0 0 07
19 4
0O 1 00 0 = 3
@=|4 _% | o, 4@ =r1@p@40 - 69 7
19 0 0 — —
5 19 19
0 — 0 1 9 105
L 1 i Z =2
) L 00 19 19 |

Sliedeéa permutacija je identiteta, P = I, pa u zadnjem koraku imamo

5 1 0
10 0 O 19 4
01 0 0 0 = 5 3
LO =100 1 0/}, A®=rOpBA® = 69 -
00 -2 PP m b
o 0 0 O mis2
s 1311
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Sada primijetimo da je A®) = LETLE PO LOPM A gdje je

1 000 1 000

—é 001 —é 1 00

PO — 1 — 1 p@ — 1) p@)

——- 010 —- 010
5 5
2 2

— 100 — 0 01

L 5 i L5 _

Dakle, U = AB) = LOLOLOP@O P A Ako stavimo P = PR P onda
vrijedi

0010 11 41 5110
0001 2116 1 41 3
PA_looo 5110 |1141
0100 1 41 3 2116
1 0 0 0]
T1 0 0 07
1 01 00 10 0 0
100 01 0 0
= |4 o 2 1 o0lloo 1 0|U
3010 19 9
) 0 2 01 00 & 1
00 1]L° 19 .
L 5 i
1 0 0 O[5 1 1 0 ]
1 19 4
-~ 1 0 0 0 — - 3
5 5 5
= 1 4 69 7
- = 1 0 0 0 — —
5 19 19 19
2 3 9 182
- - 1 0O 0 7_8
L5 19 69 1L 1311

Dakle, mozemo zakljuciti sljedece:

o Za proizvoljnu n X n matricu A postoji permutacija P tako da Gaussove
eliminacije daju LU faktorizaciju od PA, tj. PA = LU, gdje je L don-
jetrokutasta matrica s jedinicama na dijagonali, a U je gornjetrokutasta
matrica. Permutaciju P mozZemo odabrati tako da su svi elementi ma-
trice L po apsolutnoj vrijednosti najvise jednaki jedinica.
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Pogledajmo kako algoritam mozemo implementirati na racunalu s min-
imalnim koristenjem dodatnog memorijskog prostora. Prisjetimo se naseg
5 x b primjera i relacije (10):

1 0 0 0 O

a1 _ -
Cl_11 1 0 00 air Q2 @13 QAua  dis
1 1 1 1
asi ﬁ 1 0 0 0 agQ) ags) aé4) @és)
1
A= |0 o 0 0 o of of
1 2
an 1 0 0 0 0 af o
ann o 4@
22 Qa3 0 0 0 0 oW
L 55
o 2 6 N ,
51 @52 Os3 54 4 I

1 2)  (3)
| 411 agz) a:(aa) aly) .y

L

Vidimo da je za spremanje svih elemenata matrica L i U dovoljno n? varijabli
(lokacija u memoriji), dakle onoliko koliko zauzima originalna matrica A.
Ako pazljivo pogledamo proces racunanja LU faktorizacije, uocavamo da ga
mozemo izvesti tako da matrica U ostane zapisana u gornjem trokutu matrice
A, a strogo donji trokut matrice L bude napisan na mjestu elemenata strogo
donjeg trokuta polazne matrice A. Kako matrica L po definiciji ima jedinice
na dijagonali, te elemente ne treba nigdje posebno zapisivati. Na taj nacin se
elementi polazne matrice gube, a racunanje mozemo shvatiti kao promjenu
sadrzaja polja A koje sadrzi matricu A:

aix a2 @13 Ga14 Qi

21 1 1 1 1
- agz) ag:a) aé4) aé;

a11
a1 G12 13 Q14 Gi5 asy aé12) @ @ @)
Q1 Q2 Q923 QG24 Q25 PG Q33 Q3qg 043
A= a3 asxp as azs ass = 1 Gy
(41 Qg2 (43 Qa4 Q45 a4l %(112) afé) ® G
as1 Gs2 Q3 Gs4  Ass CL_11 o @ %1 G

Qogy Q33

1 2 3
as1 aé; aé3) aé4) (4)

a
(1) (2) (3) 55
[ @11 asy  agy  agy J

Sve matrice A®) k= 1,2,...,n—1 su pohranjene u istom n x n polju koje na
pocetku sadrzi matricu A = A©®. Na ovaj nacin zapis algoritma 1.3 postaje
jos jednostavniji i elegantniji.
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Algoritam 1.4 Racunanje LU faktorizacije matrice A bez dodatne memo-
rije.
zak=1...,n—1{
zaj=k+1,....,n{
A(j. k) . )
A(k, k)’

zaj=k+1,....,n{
zai=k+1,...,n{
Primijetimo da smo koristili oznake uobic¢ajene u programskim jezicima —
element matrice (dvodimenzionalnog polja) oznacili smo s A(i, 7). Isto tako,
vidimo da konkretna realizacija algoritma na racunalu ukljucuje dodatne
trikove i modifikacije kako bi se Sto racionalnije koristili resursi racunala
(npr. memorija).

Na kraju ovog odjeljka, pokazimo kako cijeli algoritam na racunalu mozemo
implementirati bez dodatne memorije. Kako smo prije vidjeli, LU faktor-
izaciju mozemo napraviti tako da L i U smjestimo u matricu A. Sada jos
primijetimo da sustave Ly = bi Uz = y mozemo rijesiti tako da y i £ u memo-
riju zapisujemo na mjesto vektora b. Tako dobijemo sljede¢u implementaciju
Gaussovih eliminacija:

A(j, k) =

Algoritam 1.5 Rjesavanje sustava jednadzbi Ax = b Gaussovim eliminaci-
jama bez dodatne memorije.

/* LU faktorizacija, A = LU %/

zak=1,...,n—1{

zaj=k+1,....,n{

A(j, k) | )
Ak, k)’
zaj=k+1,....,n{

zai=k+1,...,n{

/* Rjesavanje sustava Ly = b, y napisan na mjesto b. %/

A(j, k) =

zai=2,...,n{
zaj=1,...i—1{
b(i) = b(i) — A(i,4)b(j); } }

/* Rjesavanje sustava Uz = y, x napisan na mjesto b. */
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zai=n—1,...,1{
zaj=i+1,...,n{
b(i) = b(i) — A(i,4)b(7); }
b(i) = (i) /A(i,2); }

Zadatak 1.1 Implementirajte Gaussove eliminacije bez pivotiranja i algori-
tam za rjesavanje linearnih sustava pomocéu Gaussovih elimininacija u Octave-
1. Dokumentaciju o Octave-i moZete naci na adresi

http:/ | www.gnu.org/ software/ octave/ docs. html.

1.1.5 Numericka svojstva Gaussovih eliminacija

Racunalo je ogranicen, konacan stroj. Imamo ogranicenu koli¢inu memo-
rijskog prostora u kojem mozemo drzati polazne podatke, medurezultate
i rezultate racunanja3. Umjesto skupa realnih brojeva R imamo njegovu
aproksimaciju pomoc¢u kona¢no mnogo prikazivih brojeva (realni brojevi koje
racunalo koristi su zapravo konacan skup razlomaka) sto znaci da racunske
operacije ne mozemo izvrsavati niti to¢no niti rezultat mozemo po volji dobro
aproksimirati. Koristimo svojstvo operacija u aritmetici kona¢ne preciznosti:

r©y=fi(zoy) = round(oy) = (roy)(1+3), || <,
gdjesuo € {+,—,x,/}, ® € {&,0,8,0}, ax iy sureprezentabilni brojevi.
Primjer 1.6 Neka je o mali parametar, |o| < 1, i neka je matrica A defini-

rana S
a 1
A_{l 1]

U egzaktnom racunanju imamo
2,1) __ 2,1 —
Lz — 1 7 LEZU A = 1 7

pa je LU faktorizacija matrice A dana s
0 « 1

1
=11 1
L1 -1 0 1—=

e a'e

L U

3Svaka operacija zahtijeva izvjesno vrijeme izvrsavanja pa je ukupno trajanje algoritma
takoder vazan faktor. U ovom odjeljku prvenstveno ¢emo analizirati problem toc¢nosti.
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Pretpostavimo sada da ovaj racun provodimo na racunalu u aritmetici s 8
decimalnih znamenki, tj. tocnosti € ~ 107%. Neka je |a| < e, npr. neka je
a = 1071% Kako je problem jednostavan, vrijedi

by = ln(1+¢€), |a]l<e

Uy = U,
Ui = Upz, 1
’1122 = 1@1@0&2—1@05:— (1—|—61)

o
Primijetimo da je

2e
“1-¢

U2 — U2

U22

Dakle svi elementi matrica L i U izracunati su s malom relativnom pogreskom.
Sjetimo se da je ovaj primjer najavijen kao primgjer numericke nestabilnosti
procesa eliminacija, odnosno LU faktorizacije. Gdje je tu nestabilnost ako
su svi izracunati elementi matrica L © U gotovo jednaki toénim vrijednos-
tima? Odstupanje (relativna greska) je najvise reda velicine dvije greske
zaokruZivanja — gdje je onda problem?

Izracunajmo (egzaktno) LU :

~~ 1 0 o} 1 a 1 a 1 0 0
LU_[1@a 1“0 —1@04]_{1 0]_{1 1]+{0 —1]‘
——
A 5A

Primijetimo da 0A ne moZemo smatrati malom perturbacijom polazne ma-
trice A — jedan od najvecih elemenata w matrici A, azy = 1, je promijenjen
u nulu. Ako bismo koristeéi L © U pokuSali rijesiti linearni sustav Ax = b,
zapravo bismo radili na sustavu (A+0A)x = b. Tek da dobijemo osjecaj kako
katastrofalno los rezultat moZemo dobiti, pogledajmo linearne sustave

L] IR

Njihova rjesenja su

—1

EIRI b R e |

a—1

Vidimo da se x1 1 &1 potpuno razlikuju. Zakljucujemo da Gaussove elimi-
nacije mogu biti numericki nestabilne — dovoljna je jedna greska zaokruzivanja
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“u krivo vrijeme na krivom mjestu” pa da dobiveni rezultat bude potpuno
netocan.

Napomena 1.1 [ ovaj primjer zasluzuje komentar. Vidimo da katastrofalno
velika greska nije uzrokovana akumuliranjem velikog broja gresaka zaokruZivanja.
Cijeli problem je u samo jednoj aritmetickoj operaciji (pri racunanju oy ) koja
je zapravo izvedena jako tocno, s malom greskom zaokruzZivanja.

Cilj numericke analize algoritma je da otkrije moguce uzroke mestabil-
nosti, objasni fenomene vezane za numericku nestabilnost i ponudi rjesenja
za njthovo uklanjange.

Nestabilnost ilustrirana primjerom u skladu je s teoremom s predavanja,
koji turdy sljedece.

e Neka je algoritam 1.4 primijenjen na matricu A € R™" i neka su
uspjesno izvrsene sve njegove operacije. Ako su L i U izracunati troku-
tasti faktori, onda je

LU = A+64, 10| < (1Al +|L||0]) < ;= |LI (D],
gdje prva nejednakost vrijedi za ne < 1, a druga za 2ne < 1.

Naime, ako izracunamo |L| |U| dobijemo

= | e 1
|L||U|_{1+e 2loal |’

gdje je 1+ e=a(l @ a), le| <e. Kako je na poziciji (2,2) u matrici |L| |U]|
element koji je reda velicine 1/|a| > 1/e, vidimo da nam teorem ne moZe
garantirati mali 0 A.

Jasno nam je da je, zbog nenegativnosti matrica L] i |U], mali produkt
|L| |U | mogué¢ samo ako su elementi od L iU mali po apsolutnoj vrijednosti.
Pogledajmo nastavak primjera 1.6.

Primjer 1.7 Neka je A matrica iz primjera 1.6. Zamijenimo joj poredak

redaka,
;o 101 a 1| |11
a-ra= o]0 1]=[00]

LU faktorizacija matrice A’ = LU je

ERIR PRIk
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Ako je |a| < e, onda su izracunate matrice

=~ [10] ~ [11
ey oelon ]

1 vrigeds
>~ |1 1 |11 0 0 /
LU_{& 1+0z]_{a 1}—’_{0 a]’ [0A] < €4
—_— Y
A SA'

Primigetimo 1 da je produkt

~  ~ 1 1
IL1U] = [ |a] 1+0z]

po elementima istog reda velicine kao i |A’|. Dakle, u ovom primjeru je bilo
dovoljno zamijeniti poredak redaka u A (redoslijed jednadzbi) pa da imamo
garantirano dobru faktorizaciju u smislu da je LU = A + §A’ s malom per-
turbacijom 6 A'.

Zadatak 1.2 U Octave-t izracunajte LU faktorizaciju za matrice iz primjera
1.6 i 1.7, te rigesite sa njima sustave za b = [1,2]7, odnosno b = [2,1]T.

Uzmite da je o = eps/4.

Matri¢éne norme

Definicija 1.1 Preslikavanje v : C™*™ — R je matri¢na norma na C™*"
ako zadovoljava sljedece uvjete:

1. v(A) > 0, za svako A € C™*"

2. v(A) =0 ako i samo ako je A =10

3. v(aA) = |alv(A), zaa € C, A € C™*™

4. V(A+ B) <v(A)+v(B), za sve A,b € C™*"

(1.-2.) — pozitivna definitnost, (3.) — homogenost, (4.) — nejednakost
trokuta.

Definicija 1.2 Neka su u, v i p matriéne norme na C™<", Cv*F § Cmxk
redom. One su konzistentne ako je

p(AB) < u(A)v(B),
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za svaki izbor A € C™" § B € C™F,
Specijalno, matricna norma v na C"*" je konzistentna ako je

v(AB) < v(A)v(B),
za sve A, B € C"*",

Napomena 1.2

e Gornja definicija obuhvaca i konzistentnost matricne i vektorske norme,
jer prirodno identificiramo C™*t ¢ C".

o Ako je v konzistentna matricna norma na C*" ¢ Ay, As,... A, €
R™™ proizvoljne matrice, indukcijom se odmah vidi da je

V(AlAQ cee Am) S I/(Al)V(AQ) tee V(Am).
Specijalno, za svako A € C™*" 1m € N je

v(A™) <v(A)™.

Standardna Euklidska vektorska norma ima jedno povoljno svojstvo, a to
je:
|Uzx||s = [|z]ls, z€C", UeC¥”™UU=U0U"=1,

Buduéi da je U unitarna matrica (u ravnini to su rotacije i refleksije) ovo
svojstvo se zove unitarna invarijantnost vektorske norme, pri ¢emu djelovanje
matrice U cuva udaljenosti. Takvo svojstvo se moze definirati i za matri¢ne
norme.

Definicija 1.3 Norma v na C™*" je unitarno invarijantna ako je:
v(U*AV) = v(A),
za sve unitarne matrice U € C™*™ V. € C™*" ¢ sve A € C™ ™,

Teorem 1.1 Ako je v konzistentna matricna norma na C™*"™, onda postoji
vektorska norma || || na C" koja je konzistentna sa v.

Definicija 1.4 Neka je A € C"*", tada je sa
spr(A) = p(A) = max{|\| : A€ o(A)}

definiran spektralni radijus matrice A.
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Teorem 1.2 Neka je v konzistentna matricna norma na C*". Tada za
svaku matricu A € C™™ vrijedi

o(4) < v(A).
Teorem 1.3 Neka je || || proizvoljna norma na C". Preslikavanje v : C™*" —
R,
() = s 4],
za A € C"*" je konzistentna matricna norma na C"*", konzistentna sa || ||, i

zove se operatorska norma na C"*", inducirana vektorskom normom

Primjer 1.8 Neka je A = [a;;] € C". Sljedeéa preslikavanja definiraju
konzistentne matriéne norme na C"*™,

o | lp:C™ —R

DY layl? = /(A A),

i=1 j=1

Al =

zove se Frobeniusova ili Euklidska norma. (Na C"*! = C" je

Il =11 ll2-)

— Frobeniusova matricna norma || ||p i euklidska vektorska norma
Il ll2 su konzistentne jer je za x € C"

[Az|[p < [Allrllellr = [|Allllz]l2
— Frobeniusova norma || ||r je unitarno invarijantna.

o |0 —R,

[Allz = v/ p(A*A),
zove se spektralna norma.

— Spektralna matricna norma || |2 je operatorska norma na C™"
inducirana vektorskom normom || |2

[Allz = max [ Azl
Jall2=1

— Vrigedi konzistentnost s vektorskom normom, za x € C"

[Az]lz < [[Alla[l]2

31



— Spektralna norma || ||2 je unitarno invarijantna.

o | l:Cvn R
n
Al = gjgz |ai;|-
i=1
— Matriéna norma || ||y je operatorska norma na C™™ inducirana

vektorskom normom || |1

Al = max [l Az]h

|zl =1
— Vrigedi konzistentnost s vektorskom normom, za x € C"
[Az([x < [[All1[lz]lx

o | lo:C>" —R,

1<i<n

n
|Aflse = max " ayl.
j=1

— Matricna norma || ||« je operatorska norma na C"*™ inducirana
vektorskom normom || ||

[Alloo = max [|Az{|o
Jalloc=1

— Vrigedi konzistentnost s vektorskom normom, za x € C"
[Az]|loo < [|Alloo |||
Sve prikazane norme mogu se definirati i na C™*".

Obzirom da je C™*™ = C™" a na C™ su sve vektorske norme ekviva-
lentne, to su i sve matri¢ne norme ekvivalentne.

Napomena 1.3 Neka su || ||, i || ||, matricne norme na C™*", tada je za
svaku matricu A € C™*"

”AHp < O‘quAHq?

pri cemu se jednakost dostiZe, a konstante oy, su tabelirane u sljedecoj tablici.

N
Hl SO e e e Il

I 1l 1 vm m_Vm
I 112 v 1 vm 1

I 1loo n v L v
Il Vo /rang(A) vm 1

32



Zadatak 1.3 Zadane su dvije matrice A = [a;;], B = [b;;] € R, pri éemu

je
1
ajj = ————, A je Hilbertova matrica
1+7—1
bi; = diag(1,2,3,4,5), B je dijagonalna matrica
Lzracunajte norme || |1, || |2, || lloo ¢ || ||F, 2a te matrice, i provjerite da

su te norme konzistentne. Takoder provjerite da su || || @ || ||F unitarno

invarijantne, da || ||F nije operatorska norma, a da ostale norme to jesu.

Napomena 1.4 Dobivamo

1AL, = 2.2833
1All: = 1.5671
1Alle = 2.2833
Al = 1.5809
1Bl = 5
IBll: = 5
HBHOO = 5
|Bllr = 7.4162
7
3.7282 = ||A- B|| I|A]l1 - [| B]l1 = 2.2833 - 5 = 11.4167
3.3455 = ||A - Bl|2 lAll2 - [| B]l2 = 1.5671 - 5 = 7.8353

3.3690 = ||A - B|

[ Alloc - | Blloe = 2.2833 -5 = 11.4167
|All - || B||p = 1.5809 - 7.4162 = 11.7243

VAN VAN VAN VAN

Da bi provjerili da || || r nije operatorska norma, primjetimo sljedecée svojstvo
operatorskih norma:

Neka je || || operatorska norma na C**" inducirana vektorskom normom || ||.
Tada je
]| = max ||l = max [lz] = 1.
[lzf|=1 [l=f|=1
Nuzni uvjet da bi matricna norma bila operatorska je ||| = 1.

Provjerimo taj wvjet za || ||p na R>*5,
Hllr=v5#1,

dakle || || zaista nije operatorska norma.
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Za provjeru ostalth normi, uzet éemo proizvolyni vektor norme 1 v pokazati
konzistentnost sa vektorskom normom, a zatim cemo definirati vektor za koji

se postize jednakost u definiciji operatorske norme.

1.0192 = ||[Azy|; < |A: = 2.2833
0.8832 = [[Azwollc < [ Al = 2.2833

e [k

— Biramo vektor y; takav da je || Ay |1 = || A1

— Definira se kao y, = eg, pri cemu je k € {1,

[AG B[l = maxagj<s [|AG, )l = (1Al

— U nasem slucaju to je

ylzelz

O OO O =

| Ay1|l1 = ||All; = 2.2833

— Biramo vektor y, takav da je ||Ays|l2 = || Al|2

...,b} takav da je

— Definira se kao svojstveni vektor norme 1, najvece svojstvene vri-

jednosti Apar(A*A) matrice A*A
||y2H2 - 1; A*AyQ - )\max(A*A)yQ

— U nasem slucaju to je

0.7679
0.4458
0.3216
0.2534
0.2098

Y2

| Azl = || All2 = 1.5671
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o | [[oo

— Biramo vektor yoo takav da je ||AYso|loo = || Al

— Definira se tako da za k € {1,...,5} gdje je
[A(K, 2)[[1 = maxi<i<s A, ) [l = [| Al

ag;
. a_j,v ak#o .
yﬁﬁz{“ ! }J:L~w5

1, Qr; = 0

— U nasem slucaju to je za k =1

Yo =

—_ = = = =

| AYoolloo = [|Allce = 2.2833

Primjena matri¢nih normi
Iz teorema sa predavanja mozemo zakljuciti sljedece.

e Neka je 7 izraCunato rjesenje regularnog n xn sustava jednadzbi Ax = b,
dobiveno Gaussovim eliminacijama bez obzira na pivotiranje. Tada
postoji perturbacija AA za koju vrijedi

(A+AA)T =b, [[AAllr < O(nP)ep||Allr,

gdje je p faktor rasta elemenata u LU faktorizaciji i definiran je
sa

max |d§f)|

irj,k

max |a;;|
7‘7j

Ovime je zadana ocjena za povratnu gresku ili greSku unazad.

e Za gresku 7 — z, uz uvjet da je ||AT'AA||r < 1, tada vrijedi
T—x = (A+AAD) b—ao=T+ATAA) A —2 =

[(I+ATTAA) ™ — Tz =
= [(I-ATTAA+ (ATTAA? — (ATTAAP + o) — To =
= —AT'AAI - ATTAA+ (ATTAAR — o =
= —ATTAAI+ATIAA) g
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Relativna greska po normi tada iznosi

12 —xlls o [AMEINAALE  _  O()eprir
2l = 1= A7 e AAllr = 1= O(n?)eprr(A)’

uz uvjet O(n3)eprp(A) < 1, pri cemu je kp(A) = ||A7|¢||A|lr broj
uvjetovanosti matrice A. Ovime je dana ocjena za gresku unapri-
jed.

Zadatak 1.4 Za sustave iz zadatka 1.2 u Octave-i izracunagte p, kp(A) i
rezidual r = b— AZ te ||r||2. Zakljucite zasto je doslo do velike greske u napri-
jed kod rjesenja prvog sustava, i zasto je doslo do male greske kod rjesenja
drugog sustava.

Zadatak 1.5 FEgzaktno ¢ u Octave-i rijesite sustav Ax = b pomocéu Gausso-
vth eliminacija bez pivotiranja, pri cemu su

1 2a | | 142«
1 « o | | 1+«
za o = eps/2. Izracunajte relativnu gresku unaprijed |Z—x||2/||x||2, p, kr(A)

i |72, te zakljucite zasto je doslo do tako velike relativne greske.

Napomena 1.5 U egzaktnoj aritmetici imamo

1 20|14+ 2« 1 20 |14 2«
l o l+a« 0 —« -
1 20|14+ 2« 1 01

0 1 1 0O 1)1’

tj. tocno rjeSenje je

1

U aritmetici konacne preciznosti je fi(l + «) =1, pa imamo

1 2a|fill4+2a) | |1 20|14 2 1 2a |14 2«

I a|fill+a) | |1 « 1 0 —a| —2a
1 20|14 2« 1 0]1 -2«
0 1 2 01 2 ’

tj. 1zracunato rjeSenje je

[ 1]
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sto je vrlo netocno.
Provjerimo jos na kraju uvjetovanost matrice © njen pivotni rast. Dobi-
vamo da je
kp(A) ~1.8014 - 10,

Sto je jako wveliko, a pivotni rast je
p=1,

sto je minimalno. Dakle moZemo zakljuciti da v ovom primjeru glavni uzrok
velike relativne greske je losa uvjetovanost matrice sustava.

Zadatak 1.6 Neka su zadani A € R¥>* jb e R4

1071 2 =3 300 299
A 2 —2 100 10° b— 100100
-111 1 0o —-11" —111
2222 4 -1 -1 2224

Egzaktno rjesenje ovog sustava je

—_ = = =

Rijesite dani sustav metodom Gaussovih eliminacija bez i sa pivotiranjem, i
provjerite valjanost ocjena greski.

Napomena 1.6 Dobivena izracunata rjeSenja su &1 za Gussove eliminacije
bez pivotiranja, 1 o za Gussove eliminacije sa pivotiranjem, pri cemu Su

0.999875737761613 1.000000000000010
- | 1.000333614228450 - | 0.999999999994659
171 1.000202791544997 | 271 0.999999999999958
0.999999803820594 1.000000000000000
Relativne greske iznose
lz = Zilla 5 04856 - 1074, Iz =all2 o 67056 10712,
12 112

Pogledajmo sada ocjene greske. Kao aproksimaciju pivotnog rasta cemo uzeti
velicinu .
max | ;|
(3
PU,

[l

max ;|
Z7J
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1 0na u nasem primjeru 12nosi
pu1 = 9.9999999 - 107, pu2 = 1.001203064.

Ono sto nam je potrebno za ocjenu povratne greske i greske u naprijed su
norma 1 broj uvjetovanosti matrice A.

Al = 1.00025 - 10°,  #p(A) = 1.04886 - 10°.
Dakle, ocjenu za povratnu gresku oznacit éemo sa
oc, = 64upy || Al F,

a za greSku unaprijed sa

64upykp
0C, N —————.
1 — 64upykrp

Za oba dvije metode Gaussovih eliminacija tmamo
0cp1 = 4.2643 - 1072, oc,; = 4.6809 - 1072,
0cpp = 7.1158 - 10717, 0Cys = 7.4616 - 1071,

Napomena 1.7 Kod rjesavanja sustava Ax = b, postupak Gaussovih elimi-
nacija bez ili sa pivotiranjem je stabilniji ukoliko su elementi u matrici A
1stog reda velicine.

Neka su Dy i Dy reqularne dijagonalne matrice. Sustav Ax = b ekviva-
lentan je sustavu D1 Ax = Db, a uz D2D2_1 = [ imamo:

(DlADQ) D;l.flj' = le,
—
A y b

pri cemu je y = Dy 'z rjesenje sustava Ay = b. To je skaliranje sustava
Ax = b. Naime mnoZenje dijagonalnom matricom slijeva matrice A znaci
mmnozenje svakog retka od A odgovarajuéim dijagonalnim elementom od D1, a
mmnozenje s Dy zdesna odgovara mnozZenju stupca od A dijagonalnim elemen-
tom od Dy. Odgovarajuéim izborom elemenata matrica Dy i Doy se element
koji je puno mangi ili veéi od ostalih elemenata u matrici A moZe svesti na
st red velicine, t5. rjesavanje skaliranog sustava je stabilnije. Povratna veza
je tada vrlo jednostavna:
x = Dyy.

 Opcenito kriterij za izbor matrica Dy @ Dy je takav, da skalirana matrica
A = D1{ADy ima mangi broj uvjetovanosti, i time predstavlja sustav cije
rjesavange je stabilnije.
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Primjer 1.9 Neka je dan sustav Ax = b, takav da je

1 2102 —1-106 ] —1.000000000001 - 10*2
A= 3-105  2-107 0 , b= —3-10°
—4-10" 5-.10%  10'° 1.000000000004 - 10*2

Egzaktno rjesenje ovog sustava je

-1
T = 0
i 106

Rijesimo li ovaj sustav u Octave-i pomocu Gaussovih eleiminacija sa pivoti-
ranjem redaka, u dvostrukoj preciznosti dobit cemo rezultat

—0.9999745024 o — 3
F= 0 : W2 202 9 54976 - 107 M.
106 H$H2

S druge strane vidimo da su elementi matrice A vrlo razli¢itih redova velicine.
Definirajmo zato

10 0 1 0 0
Di=1]0 107° 0 , Dy=10 1072 0
0 0 10°%© 0 0 10°°
Skalirani sustav Ay = b sada izgleda ovako
B 1 2 -1 B —1.000000000001 - 10*2
A= DADy = 3 2 0 |, b= Db= -3
-4 5 1 1.000000000004 - 10*2
Egzaktno rjesenje ovog sustava je
—1
y=1 0
1012

Rijesimo i i ovaj sustav u Octave-i na isti nacin dobit cemo

—9.999960194463315 - 10~ —9.999960194463315 - 10~
g= | —2.122961956521739-107° | , 7, = Doy = | —2.122961956521739 - 107
1.000000000000000 - 102 1.000000000000000 - 10°
[z = 2y l2

= 3.98621 - 10~ "2,
12
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Dakle, moZemo zakljuciti da je racunanje skaliranog sustava stabilnije
od pocetnog sustava, ¢ija matrica ima vrlo razlicite elemente po velicini.
Takoder kada provjerimo brojeve uvjetovanosti matrica A i A:

kp(A) = T7.4-10", kp(A) ~ 8.2

vidimo da je skalirana matrica puno bolje uvjetovana od pocetne, pa je rezultat
u skladu sa teorijom perturbacija kod rjesavanja linearnih sustava.

1.1.6 Pozitivno definitni sustavi i faktorizacija Choleskog

Kazemo da je simetricna n x n matrica A pozitivno definitna ako za sve
x € R" x #£ 0, vrijedi
x"Ax > 0.

Primjer 1.10 Na primjeru sa predavanja bilo je pokazano kako se problem
aproksimativnog rjesavanja rubnog problema mozZe svesti na rjesavanje lin-
earnog sustava. Rubni problem

d2

—deu(x) = f(z), O0<z<l,

u(0) = wu(l) =

je diskretizacijom na segmentu [0, 1], sa mrezom od n + 2 tocaka

1

sveden na linearni sustav

2 —1 i uy fi
-1 2 -1 U Ja
-1 2 -1 us s
: — K2 : (13)
—1 2 —1 Up—2 fn—2
_1 2 _]' Up—1 fnfl
I -1 2] u, fn
g —_——— —_——
T, U f

Tvrdimo da je matrica sustava T,, simetriéna pozitivno definitna matrica. Da
je matrica simetricna to se odmah vidi, ali da li je i pozitivno definitna, to
moramo provjeriti.

Jedan od kriterija pozitivne definitnosti simetricne matrice A je sljedeci:
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e Simetricna matrica A je pozitivno definitna ako i samo ako su sve njene
vodece minore strogo pozitivne.

Provjerimo da li je to istina za matricu T,,. Dokaz se provodi matematickom

indukcijom. Oznac¢imo sa my vodeéu minoru reda k matrice T,,. Tada
mamo:
my =T,(1,1) =2 >0,
2 —1
m2—’_1 2'—3>O.
Pretpostavimo da je m; = i +1 > 0 za 1 = 1,2,...,k < n 1 provjerimo
pozitivnost minore mgy1. Razvijanjem po prvom retku dobivamo sljedecu
jednakost
2 -1
-1 2 -1
-1 2 -1
mk+1 — . “ e —
-1 2 -1
-1 2 -1
-1 2
(k+1)x (k+1)
2 —1 -1 -1
-1 2 -1 2 —1
=% 12 -1 1 12 -1
-1 2 -1 -1 2 -1
-1 2 -1 2
kX k kX k

ka—mk_1:2(k+1)—k::k+2>0.

Dakle matrica T,, je zaista pozitivno definitna.
Iz analize sli¢ne onoj za LU faktorizaciju, mozemo zakljuciti sljedece.

e Neka je A € R™™ pozitivno definitna matrica. Tada postoji jedin-
stvena gornjetrokutasta matrica R € R™*" s pozitivhom dijagonalom,
takva da je A = RTR.

e Gore opisana trokutasta faktorizacija (faktorizacija Choleskog) je prove-
diva ako i samo ako je matrica A simetri¢na i pozitivno definitna, pa
je ona kriterij za pozitivnu definitnost simetri¢ne realne matrice.

41




Faktorizaciju A = R™ R zovemo faktorizacija Choleskog ili trokutasta
faktorizacija simetri¢ne pozitivno definitne matrice, i mozemo je izracunati
sljede¢im algoritmom.

Algoritam 1.6 Racunanje faktorizacije Choleskog simetricne pozitivno definitne
matrice A € R™*™.

zai=1,...,n{

i—1
&n'—z?“;%i;

k=1
[*zai=1,r; = \/a; */

zaj=1i+1,....,n{

i—1
Tij = (aij_ E rkirkj) /Tii; I8
k=1

Primjer 1.11 Pomocu faktorizacije Choleskog provjerit ¢emo sada da je
matrica T, 1z primjera 1.10 zaista pozitivno definitna matrica.
Prema algoritmu 1.17, lako se vidi da je T, = RLR,, pri cemu je

1
V2 —2
V3o V2
V2 V3
2 _V3
A
— 5 2
R = o T )
Vn _ Vn—1
n—1 Vvn
n+1
L Voo

dakle, faktorizacija Choleskog matrice T, je provediva, pa je ona zaista pozi-
tivno definitna matrica.

Prodimo sada korak po korak algoritma 1.17 za racunange faktorizacije
Choleskog matrice Ts

2 -1 0 0 0
-1 2 -1 0 0

Ts=| 0 -1 2 -1 0
0 0 -1 2 —1

0o 0 0 -1 2
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U prvom koraku izracunamo korijen od elementa na (1,1) poziciji, i njime
podijelimo sve elemente prvog retka, dakle

1
7"1,12\/57 re2=——=, Tiz=riu=ri5=0

2

V2 —J% 0 0 0
~ 2 -1 0 0
TW=| 0 -1 2 -1 0
0 0 -1 2 -1
0 0 0 -1 2

U drugom koraku racunamo

T

a buduéi da se na pozicijama (1, 3),
imamo da je

i (1,5) u matrici T( nalaze nule,

%I& -

—1
T23—E:— ) To4 = T95 = 0,
V2
pa je
_ . _
S
3 2
@) Y Sy S
157 = 0 -1 2 -1 0
0 0 —1 2 -1
i 0 0 0 —1 2_

U trecem koraku je

. ey _ 2 2
T33 = 2_<_ﬁ> = 2—5—\/5,

a buduéi da se na pozicijama (1,4), (2,4), (1,5) i (2,5) u matrici T5(2) nalaze
nule, imamo da je

=5 35 = 0,
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odakle je

[ V2 _w% 0 0 0]

V3 _ V2
o 0 B ¥ 0 0
L"=1 0 o Z -4 o0
0 0 -1 2 —1
0 0 0 -1 2

U cetvrtom koraku je

. 2_<_£> Y ARER

4 27
a buduéi da se na pozicijama (1,5), (2,5) i (3,5) u matrici T5(3)
imamo da je

nalaze nule,

—
[\

T = ,
4.5 \/75 \/g

pa je

o o al“’@lﬁ o

Y =

o o o o E
|
o o oﬁl&&lH

|
,L“ﬁ“ﬁ o o
|
w&l"’ o o o

I napokon u zadnjem, petom koraku, moramo izracunati samo dijagonalni

element

Konaci oblik faktora je

o o&l“&l& o
|
SISSI o o o

o o o o E
|
o o o&laﬁl“

|
o ”ﬁ"’ﬁ o o

Zadatak 1.7 U Octave-i izracunajte gornjetrokutasti faktor Choleskog ma-
trice Tx.
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Primjer 1.12 Vidjeli smo da je provedivost faktorizacije Choleskog nuzan
i dovoljan uvjet da je simetricna matrica pozitivno definitna, u egzaktnoj
aritmetici. Da i isto vrijedi i u aritmetici konace preciznosti? Odgovor
je: uglavnom DA. To znaci da u wvelikoj vecini slucajeva, ako je faktor-
1zacija Choleskog provediva u aritmetici konacne preciznosti, matrica je zaista
pozitivno definitna, a ako mije provediva, matrica nije pozitivno definitna.
Medutim, u rijetkim slucajevima se moze dogoditi da je matrica pozitivno
definitna, ali vrlo lose uvjetovana, a da zbog gresaka zaokruzivanja racunanje
faktora Choleskog bude prekinuto prije kraja. To se dogada kod racunanja
dijagonalnog elementa gornjetrokutastog faktora, kada se broj koji je pod ko-
rijenom zaokruzi na nulu ili na negativni broj. Takav primger je sljedeca 2 X 2
matrica: (izvedite na student-u)

A [ 1
~ | 1 0.04000000000000001 |

U egzaktnoj aritmetict dobivamo sljedece
rin = V25=5

= —==-=02
= T11 )

rz = V/(0.04+10717) —0.22 = 1/(0.04 + 10717) — 0.04 = V10-17 > 0,

Sto znaci da je u egzaktnoj aritmetici faktorizacija Choleskog matrice A prove-
diva, i ona glasi

e 5 02
A=GTaG, G_{OVEE .

S druge strane ako ovaj primjer Zelimo izracunati v Octave-i, dobit éemo
sljedecu poruku:

??7? Error using ==> chol

Matrix must be positive definite.

Sto se tu zapravo dogodilo? Kod racunanja izraza

1\ 2
fl <0.04000000000000001 — (5) ) =0

broj 10717 je zaokruZen na 0.

Promotrimo sada linearni sustav jednadzbi u kojem je A € R"*™ simetricna,
pozitivno definitna matrica. Ako je A = R™ R trokutasta faktorizacija, onda
rjesenje

r=A""=R'Rb
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mozemo dobiti tako da prvo nademo rjesenje y sustava R’y = b, a zatim
rijeSimo sustav Rz = y. Kako je R gornjetrokutasta matrica, cijeli postupak
je vrlo jednostavan i mozemo ga zapisati na sljede¢i nacin:

Algoritam 1.7 Rjesavanje linearnog sustava jednadzbi Ax = b s pozitivno
definitnom matricom A € R™™".

/* Trokutasta faktorizacija A = R™R */

zai=1,...,n{

i—1
Qi —Zriﬁ

k=1
/*Zaizl, 7’”:\/@_“*/

zaj=i+1,...,n{

i—1
Tij = (aij_g Tkﬁkj) /Tzz,}}

k=1
/* Supstitucije naprijed za R™y = b */
by
Y1 = —;
11
zai=2,...,n{
i—1
Yi = (bi—Zsz'yj> /Tii; }
j=1
/* Supstitucije unazad za Rr =y */
_ Y.
Tp = —;
TTL?’L

zai=n—1,...,1{
T, = <yi_ Z Tijxj) /Tz'z';}
j=i+1

1.1.7 Numericka svojstva faktorizacije Choleskog

Iz teorema sa predavanja, kao i kod LU faktorizacije mozemo zakljuciti

e Neka je za zadanu nxn pozitivno definitnu matricu A algoritam 1.17 us-
pjesno izvrsio sve operacije u aritmetici konac¢ne preciznosti s greskom
zaokruzivanja €. Ako je R izracunata aproksimacija matrice R, onda
je

R R=A+6A,
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gdje je 0A = [0a;;| simetricna matrica i za sve 1 <4, j < n vrijedi
|6(lij| S O(n)&/aiiajj.

e Neka je n x n pozitivho definitna matrica A i neka je z izracunata
aproksimacija totnog rjeSenja x* = A~!b u aritmetici konacne pre-
ciznosti, dobivena pomocu faktorizacije Choleskog. Tada postoji simetri¢na
perturbacija AA takva da je

(A+ AA)Z =0D.
Pri tome je
léaij] S O(n2)€, /aiiajj
|AAllF < O(n?)e]| All -
e Relativna greska unaprijed je dana sa

|z — 2| < O(n*?)erp(A)
|zl — 1—=00n?)ekp(A)’

uz uvijet O(n®?)ekp(A) < 1.

Zadatak 1.8 Neka su zadani simetricna pozitivno definitna matrica A €
R4 4 vektor b € R*

108 0 2-10* -3.10
0 484  —11 22
2-10"  —11 4.2501 —6.44 |’
-3-10* 22 —6.44 47

9.999 - 107
495
19986.8101
—29937.44

Egzaktno rjesenje ovog sustava je

—_ = = =

U Octave-i rijesite dani sustav pomocu faktorizacije Choleskog, i provjerite
valjanost ocjene greski.
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Napomena 1.8 Dobiveno rjesenje je

1.000000000090355
0.9999999897241033
0.9999995493222721

1.000000000730864

T =

Relativna greska iznost

[l — |

Tz ~ 2.253977322520550 - 107",
ap

Pogledagmo sada ocjene greske. Ono sto nam je potrebno za ocjenu greske u
naprijed je broj uvjetovanosti matrice A.

kp(A) ~ 3.701934 - 10"

Ocjena za gresku unaprijed aproksimativno iznosi

32 A
0c, ~ wip(4)

~——— 7 —1.514358177218385 - 107,
1 — 32ukpr(A)

Za gresku unazad dovoljno je provjeriti da za izracunati faktor Choleskog R

matrice A o ,
|A—R"R|r S 42¢]| Al p.

U ovom slucaju potrebne vrijednosti iznose
|A—RTR||p =0

| All» = 1.0000001 - 10®
oc, ~ 8¢||Al|p = 8.881785351738714 - 10~°.

1.2 Iterativne metode
1.2.1 Opis problema

Problemi koji se javljaju kod rjesavanja linearnih sustava Gaussovim elimi-
nacijama su:

e Elemente matrice sustava velikih dimenzija je problemati¢no spremiti
u memoriju, zbog ogranicemosti radne memorije.

e Vrijeme izvrSavanja Gaussovih eliminacija nad matricama velikih di-
menzija je neprihvatljivo dugo.
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e U primjeni se ¢esto pojavljuju matrice velikih dimenzija, ali koje su
strukturirane i rijetko popunjene (puno nula). U tim slu¢ajevim nepotrebno
je spremati elemente koji su jednaki nula, pa se matrica sprema u poseb-
nom formatu. Problem je Sto Gaussove eliminacije mogu upropastiti
tu specijalnu strukturu, i rezultat se ne moze spremiti u istom formatu.

Prethodna diskusija nas motivira da potrazimo i drugacije pristupe za
rjesavanje linearnog sustava Ax = b. Primijetimo da ne moramo nuzno teziti
pronalazenju egzaktnog rjesenja — umjesto toga zelimo dovoljno dobru
aproksimaciju . Zato ima smisla pokusati konstruirati niz (), 2™, ... z®) .
vektora iz R" sa sljede¢im svojstvima:

(i) za svaki k formula za racunanje z(*) je jednostavna;

(7i) ™ tezi prema = A7'b i za neki k (obicno k < n) je £ prihvatljiva
aproksimacija za x.

Rjesavamo, dakle, sustav Az = b, A € R™" b € R". Iterativhu metodu
pokusavamo naci u obliku

2B =™ 4o E=0,1,2,..., 2 zadan,

gdje je T' € R™" iterativna matrica i c € R".
Jedan nacin odabira iterativne matrice T je taj da matricu sustava A
rastavimo na

A=M—N, M regularna.

Tada se polazni linearni sustav transformira u

(M—N)x = b
Mz = Nzxz+0
= M 'Nz+M'b
= Tx+c

gdje je
T=M"N, c=M"b,

pri ¢emu je onda rjeSenje sustava fiksna tocka iteracija
2D = MIN2® 4 My, k=0,1,2,....

O konvergenciji iteracija mozemo reéi sljedece.
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e Neka je b €e R"1 A = M — N € R regularna matrica. Ako je
M regularna matrica i p(M~'N) < 1, tada niz iteracija {z® k > 0}
definiran sa z**+Y) = M=*Nz® + M~'p, k = 0,1,2,... konvergira
prema z = A~'b za proizvoljnu pocetnu iteraciju z(¥. Tvrdnja teorema
vrijedi i ako je |[M~!'N|| < 1 za bilo koju konzistentnu matri¢nu normu

Napomena 1.9 Dokaz gornje turdnje je vrlo jednostavan. Definirajmo gresku
u svakom koraku kao

e® =20 _ g k=0,1,2,...
Tada za x = A~'b vrijedi

e® D = MINg® A
r = M 'Nz+ M1
g* ) — g = MIN@E® - o)
e(kJrl) — Mlee(k) — (Mle)Qe(kfl) - .= (M71N>k+1€(0).

Prema jednom teoremu o matriénim normama, za svako € > 0 (mi éemo
uzeti e < 1 — p(M~'N)) postoji konzistentna matricna norma || - || na R™*"

takva da vrijedi:
IM7IN] < p(M7IN) + < 1,

odakle je
|e® V|| < | MIN|Fe©|] — 0, kad k — oo.
Znaci:
lim e® = 0
k—o0
lim z® = 1.
k—oo

Zadatak 1.9 Neka vrijede gornje pretpostavke za T = M~ N i pretpostavimo
da trazimo aproksimaciju rjesenja takvu da vrijeds

l2® — 2| <, (14)

gdje je || - || neka od normi || - ||1, || ||2 ili ||+ ||o- Nadite kriterij zaustavljanja,
tj. broj iteracije k za koju Ce vrigediti (14).
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Napomena 1.10 Za k,p € Ny promatrimo sljedece:
||x(k+p) _ x(k)H = ||x(k+p) — plktp=1) o g (kbp=1) g (kbp=2) oy (kD) l.(k)“ <
|x+P) — glktp=D) gkt _ gpCtp=2))| o | B+ — R =

— T @D — g O+ [T — P 4 @) - 2 W) <

< (TP T2+ + 1) la® ) — 2@ <

< (TP T2+ + )T e = 2@ <
[al ] 0

< o = 2.
1— ||

Kad pustz’mo da p— OO dobivamo

pa je dovolyno trazZiti da je

I o o
- - <
T 7] [z — 27| <,

1-||T

odnosno

k>

In([|7°]])
Zadatak 1.10 Zadan je sustav, gdje je
5 00 01 0.1 -9.7
5 5 0 0 01 —14.8
A=101 05 0 0}, b= —0.2
0 00 5 01 5.2
0.1 01 5 0 5 9.7

Odredite rastav matrice A kao A = M — N i odgovaraju¢om iterativnom

metodom rijesite sustav, tako da greska u svakoj nepoznanici bude manja od
1073,

Napomena 1.11 Rastavimo matricu A = M — N na sljedeéi nacin:

5 00 00 0 0 0 =01 -0.1
55 0 00 0 0 0 0 —0.1
M={005200/{, N=1] -01 0 0 0 0
00050 0 00 0 —0.1
00505 -0.1 —-0.1 O 0 0
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Lako se moZe provjeriti da je

02 0 0 0 0

-0.2 0.2 0 0 0

M= 0O 0 02 0 O

0 0 0 02 0

0 0 —02 0 02

i

0 0 0 002 0.02 —1.94
0 0 0 —0.02 0 —1.02
T=M1'N=1|0.02 0 0 0 0, e=M"1tb=| —-0.04
0 00 0 0.02 1.04
0 0.02 0 0 0 1.98

Za iteracije
2 = 1) ¢ k=0,1,2,...

nagprije trebamo provjerite da lv konvergiraju.
p(T) < |[T]loe = 0.04 < 1,

dakle iteracije ée konvergirati. Prema prethodnom zadatku pronaéi cemo broj
iteracija koji je potreban za postizanje aproksimacije rjeSenja, cija greska ima
| |oe mOTmu manju od e = 1072, Uzet éemo da je 29 = 0 i onda je 2V = c.

|T°||% 5
——= )l < 10
1 — |7
0.04*
-1.98 < 1073
0.96
0.04F < 4.85-107*
—3.2180k < —7.6317
k> 2.3700,
dakle mora biti
k=3
Kad se izracuna dobivamo:
0 —1.94 —2.0004 —2.000016
0 ~1.02 —0.9992 —0.999992
dO=101,z20=1]-004|,z® =1 —0.0012 | ,2® = 0.000008
0 1.04 1.0004 0.999992
0 1.98 2.0004 1.999984
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a egzaktno rjesenje je

pa vidimo da je nasa ocjena tocna, jer je greska

1.6-107°
—6-1076
e®=r—2®~| —6.10°
61076
1.6-107°
1.2.2 Jacobijeva metoda
Matricu A € R™" rastavimo kao
A=L+ D+ R,
tako da su
L = donji trokut od A
D = dijagonala od A
R = gornji trokut od A

uz pretpostavku da A nema nula na dijagonali.
Jacobijeva metoda je iterativna metoda oblika

x(k+1) _ M;lNJl'(k) + M}lb’ k=0,1,2,...

pri cemu su

Mj; =D,
odnosno, radi se o iteracijama oblika

S+ )

za koje su
T;=-D L+

N;=—(L+ R),

Ccy,

R)?

k=0,1,2,...

Cj = Dilb.

(15)

Algoritam 1.8 Rjesavanje linearnog sustava pomocu Jacobijeve metode.
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xo fiksiran;
for k=0,1,2,...

begin
fori=1,...,n
begin
i—1 n
) _ L (k) ) ) .
x,; = (bi — Zaijxj — Z @ijx; ),
Jj=1 Jj=i+1
end;
end

Uvjete za koje Jacobijeva metoda konvergira, daje sljede¢a tvrdnja.

e Ako je matrica sustava A € R™" strogo dijagonalno dominantna ma-
trica, tj. ako vrijedi

n
Z‘aij|<|an’|, 7::1,...,77,,
j=1
J#i

tada Jacobijeva metoda konvergira za svaku pocetnu iteraciju.

Primjer 1.13 Neka je

[ 2 o1 199 o, [ 10
A_{_O‘l 2], b_{_g], r= A b_[_l}.

Matricu A napisimo kao u relacigi (15). Za pocetnu iteraciju uzmimo vektor

1
- 0

20— p-lp— | 2 19.9 _ 9.949999999999999 ‘
0 1 -3 -1.5

Primijettmo da u pocetnoj iteraciji pokusavamo “pogoditi” rjesenje. Ponekad
je dovoljno uzeti slucajno odabran vektor. Ipak, poZeljno je da je polazna it-
eracija Sto je moguce blize cilju. Na$ izbor je bio rezultat jednostavne ideje:
matricu A aproksimiramo s D (jer su dijagonalni elementi veéi od izvandijag-
onalnih), pa A~'b aproksimiramo s D~'b. Naravno da je ovo gruba aproksi-
macija, ali ipak ima smisla. Sada iteriramo 1 dobijemo

O 1.002500000000000e+-001
N —1.002500000000000e4-000 |’

L2 — 1.000012500000000e+-001
N —9.987500000000000e—001 |’
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3) [ 9.999937500000000e+000 |

| —9.999937500000000e—001 |’

Lo _ [ 9:999999687499999¢-+000 ]
~ | —1.000003125000000¢+000 |’

L& _ [ 1.000000015625000e-+001 ]

| —1.000000015625000e+000

Ako izracunamo relativne greske e¢; = |2 — 2% || /||7||c, onda je

e = 5.000000000000000e—001
€1 2.499999999999858e—002
€2 1.249999999999973e—003
€3 6.250000000029843e—005
€4 3.125000000103739¢—006
€5 = 1.562499996055067¢—007.

Zadatak 1.11 Jacobijevom metodom rijesite sustav Ax = b u Octave-i, ako
je

10 1 0 1 -8

1 10 1 O 0
A= 0O 1 10 1 [~ b= 12 |7

1 0 1 10 20

tako da greska u svakoj koordinati ne prelazi 1073,

Napomena 1.12 Vidimo da je

D=10I, —s D=1,

10
odakle slijedi
0101
111010
_ _n-1 -
Ty=-D"(L+R) 00101/

1010

—0.8

_ 0

c;=D7b=1| |

2

Prvo provjeravamo da li iterativna metoda wopcée konvergira:

2
P(T7) S Tslle = 35 =02 < 1,
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dakle, metoda konvergira. Dalje, odredujemo koliko koraka moramo izvrsiti
da bi postigli Zeljenu tocnost, za xo = 0.

k k
(k) _ _Tlls _ 02 2<1073. =
0.2F < 0.0004 =
k> 4.8614.

Moramo wzvrsiti k = 5 koraka. Dobit cemo aprokismacije rjesenja:

T T
—-©- norma greski b
—©- norma reziduala |

4 I I I I I I I I I

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5
iteracija

Slika 2: Norme greski i reziduala u svakoj iteraciji Jacobijeve metode, za
matricu A iz zadatka 1.11.

0 08 —1 —0.992
0 0 —0.04 0
©0) _ (1) _ @ _ (3) _
g ol 7 12 | 7 1 7 1.008 |’
0 9 1.96 9
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—1 —0.99968

—0.0016 0
(@) _ (5) _
& 1 ¥ 1.00032 |’
1.9984 9

dok je egzaktno rjesenje jednako

1.2.3 Gauss—Seidelova metoda

Matricu A € R™" rastavimo kao u (15).
Gauss—Seidelova metoda je iterativna metoda oblika
e ® ) = MoINgsa™ + Mgih, k=0,1,2,...
pri ¢emu su
Mgs =D+ L, Ngs = —R,

odnosno, radi se o iteracijama oblika
[L’(k+1) = Tgsl‘(k) + cas, k= O, 1, 2, cee

za koje su
TGS - _(D + L)_1R7 Cas = (D + L)_lb.

Algoritam 1.9 Rjesavanje linearnog sustava pomocéu Gauss—Seidelove metode.

xo fiksiran,
for k=0,1,2,...
begin
fori=1,...,n
begin

1—1 n
(k1) _ 1 (k+1) *) ) .
l’i = OJ_M (bl — Zai]’fﬂj — Z aijx]’ ),
j=1 j=i+1
end;
end

Uvjete za koje Gauss—Seidelova metoda konvergira, daje sljedeca tvrdnja.
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e Ako je matrica sustava A € R™ " simetri¢na pozitivno definitna ma-
trica, tada Gauss—Seidelova metoda konvergira za svaku pocetnu it-
eraciju.

Zadatak 1.12 Neka je zadan sustav kao v Zadatku 1.11, ali ovaj puta ga
rjesavamo Gauss-Seidelovom metodom.

Napomena 1.13 U ovom slucaju vrijedi:

10 0 0 O 0101
1 10 0 O 0O 010
DrL=14v 1710 0| %=]00o0 1
1 0 1 10 0O 000
Lako se vidi da je
0.1 0 0 0
1 —0.01 0.1 0 0
(D+L)" =1 o001 -01 01 o0
—0.0101 0.001 -—-0.01 0.1
Iz toga slijedi da je
0 —-0.1 0 —0.1
- 4, |0 001 —01 001
Tos=—(D+L)"R=1 4 0001 00l -0101 |
0 0.0101 -—-0.001 0.0201
—0.8
_ 0.08
Caqs — (D + L) lb = 1192
1.9608

Opet provjeravamo da li iterativna metoda uopce konvergira:
p(TGS) < HTGSHoo =02< 1,

dakle, metoda konvergira. Dalje, odredujemo koliko koraka moramo izvrsiti
da bi postigli istu to¢nost, za xoy = 0.

k
< 1Tes |2
1 — [|Teslso
0.2 < 0.000408 =
k> 4.8491.

0.2
lasllee = 55 - 19608 < 1077, =

(k) _
2% = ol .
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T T
—©- norma greski ]
—©— norma reziduala |

-6 I I I I I I I I I

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5
iteracija

10

Slika 3: Norme greski i reziduala u svakoj iteraciji Gauss—Seidelove metode,
za matricu A iz zadatka 1.12.

Moramo wzvrsiti opet k = 5 koraka. Dobit cemo aprokismacije rjesenja:

0 08 ~1.004
0 0.08 —0.01879
(0) _ 1 — (2 —
v ol * 1192 | 7 1.05799 |
0 1.9608 1.99983
—0.99810 —0.99990 —0.999997
) —0.00077 W —0.000019 ) —0.000002
i = i = X e
1.00009 | 1.00002 |’ 1.000001 | °
1.99980 1.99999 1.999999

dok je egzaktno rjesenje opet jednako
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U ovom slucaju vidimo da, tako nam je ocjena predvidjela da ce nam trebati
5 koraka za postizanje toénosti od 1073, to smo veé postigli u 4. koraku.

1.2.4 JOR metoda

Primijeceno je da, kada je spektralni radius iterativne matrice blizu jedan,
iteracije vrlo sporo konvergiraju. Zato se u iteracije uvodi parametar re-
laksacije koji nastoji smanjiti spektralni radijus iterativne matrice i ubrzati
konvergenciju. To se radi pomocu sljedeceg rastava:

1 1
D+ "D+ L+R
w w

A=
JOR metoda (Jacobi over relazation) je tada iterativna metoda oblika
e = Mid e Njorwr™ + Mje b, k=0,1,2,...

pri cemu su

1 1 —w
Mjorw = ;D7 Njorw = TD —(L+R),

odnosno, radi se o iteracijama oblika
e* ) = Tiop 2™ + cjorw, k=0,1,2,...

za koje su

Tiorw = (1 —w)[ —wD YL+ R) = (1 —w)I +wTy, cjorw =wD™b.

Za w =1 JOR iteracije se svode na Jacobijeve iteracija.

Algoritam 1.10 Rjesavanje linearnog sustava pomocu JOR metode.

xo fiksiran;
for k=0,1,2,...
begin
fori=1,...,n
begin

i—1 n
x§k+1) =(1- w>x§k) + w (bi _ az‘jl‘g'k) . Z aijxyc)) :

end;
end
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O konvergenciji JOR metode, govore sljedece tvrdnje.

e Ako Jacobijeva metoda konvergira, onda konvergira i JOR metoda za
w € (0,1] i za svaku pocetnu iteraciju.

e Ako je matrica sustava A € R™ " simetri¢na pozitivno definitna ma-
trica, i ako je |A| < 1 za sve A € o(T}), i ako je Ay = min{ : X €
o(Ty)} (Ain < 0), onda

— JOR metoda konvergira za

2
l<w< —— <2
1 - )\min
za svaku pocetnu iteraciju.

— JOR metoda ne konvergira za

w<0 & w>2.
e JOR metoda ne konvergira za w < 01w > 2.

Zadatak 1.13 Odredite w za koje JOR metoda konvergira ako je matrica

sustava Ax = b
1 09 09

A=109 1 09
09 09 1

Napomena 1.14 JOR metoda ée konvergirati ako i samo ako je p(Trorw) <
1. Zato gledamo

Tiorw = (1—w)l+wl;=
O’(TJOR7w> = (1 — W) + CUO'(TJ),

odakle je
0(Tiorw) €E{l —wH+wA: A€ a(T))}.
Imamo
0 -09 -09
T,=| -09 0 =09 ],
-09 —-09 O

Odakle slijedi da je
o(Ty) = {0.9,—1.8}.
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0.8 -

0.6 -

rho(t)

0.5 B

04r 1

0.3 ,

0.2 -

0.1 -

0 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

omega

Slika 4: Spektralni radijus JOR iterativne matrice za matricu A iz zadatka
1.13. Minimum se postize za w ~ 0.7.

Dakle
0(Tiorw) ={1 —w+0.9w,1 —w— 18w} = {1 -0.1w,1 — 2.8w},
pa za spektralni radijus mora vrijedits
p(Trorw) = max{|l — 0.1w],|1 — 2.8w|} < 1.
To ce vryediti ako i samo ako
1—-0lwl <1, & |1—-28w|<l1.
Dalge, racunamo
-1<1-0lw<l & -2<-01lw<0 & 0<w<20

—1<1-28uw<l & —2<28w<0 & 0<w<0.7143
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Buduéi da obje nejednakosti moraju biti zadovoljene, konacno rjesenje je
w € (0,0.7143).
Ako Zelimo naci w za kojeg je konvergencija najbrza, tada zahtijevamo
max{|l — 0.1w|, |1 — 2.8w|} — min.

Zadatak 1.14 Neka je zadan sustav kao v Zadatku 1.11, ali ovaj puta ga
rjesavamo JOR metodom.

Napomena 1.15 Prvo pogledajmo kada ée metoda konvergirati.

0.9 ,

0.8 -

0.6 -

rho(t)

0.5 -

0.4 -

0.3 -

0.1r B

0 I I I I I I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

omega

Slika 5: Spektralni radijus JOR iterativne matrice za matricu A iz zadatka
1.14.

Iz grafa vidimo da za ovu matricu, JOR metoda konvergira za otprilike
w € (0,1.65), a da najbrzu konvergenciju dostize za w = 1, tj. upravo za
Jacobijevu iterativnu metodu. Rijesite sustav za w = 0.8,1,1.2. Brzina kon-
vergencije u tim numerickim primjerima je u skladu sa slikom 5.
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Slika 6: Norme greski i reziduala u svakoj iteraciji JOR metode, za matricu
A iz zadatka 1.14 i parametar relaksacije w = 0.8.
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Slika 7: Norme greski i reziduala u svakoj iteraciji JOR metode, za matricu
A iz zadatka 1.14 i parametar relaksacije w = 1.
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Slika 8: Norme greski i reziduala u svakoj iteraciji JOR metode, za matricu
A iz zadatka 1.14 i parametar relaksacije w = 1.2.
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1.2.5 SOR metoda

Opet imamo rastav:
1 —1
A=-D+L+“—"D+R
W W

SOR metoda(Succesive over relaxation) je tada iterativnha metoda oblika
e = Mgbp Nsorwe™ + Mgop b, k=0,1,2,...

pri cemu su

1 1 —w
Msorw = ;D + L, Nsorw = TD - R,

odnosno, radi se o iteracijama oblika

k+1)

! = Tsorwt™ + csorw, k=0,1,2,...

za koje su
Tsorw = (1—w)(D+wL) ' D—w(D+wL) 'R, csorw = w(D+wL) b,
Ako se iteracije napisu na drugaciji nacin, onda se dobiva:

2* ) = (1 —w)z® + wDY(b — La®™*Y — Re®) = (1 — w)az® + wxgcgl).
Za w =1 SOR iteracije se svode na Gauss—Seidelove iteracije.

Algoritam 1.11 Rjesavanje linearnog sustava pomocu SOR metode.

xo fiksiran;
for k=0,1,2,...
begin
fori=1,...,n
begin

i—1 n
(k+1) _ (k) w (k+1) (k)] .
x; =(1—-wz; "’ + o (bi — Z QijT; — Z ijT; ),
Jj=1 Jj=i+1
end;
end

O konvergenciji SOR iterativnog postupka, govore sljedece tvrdnje.
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e Ako je matrica sustava A € R™ " simetri¢na pozitivno definitna ma-
trica, tada SOR metoda konvergira za w € (0,2) i za svaku pocetnu
iteraciju.

e SOR metoda ne konvergira za w < 01w > 2.

Zadatak 1.15 Neka je zadan sustav kao u Zadatku 1.11, ali ovaj puta ga
rjesavamo SOR metodom.

Napomena 1.16 Prvo pogledajmo kada ée metoda konvergirati.

0.9 ,

0.8 ]

0.7 |

0.5 -

rho(t)

0.4 -

0.2 B

0.1 B

0 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 1.6 1.8 2

omega

Slika 9: Spektralni radijus SOR iterativne matrice za matricu A iz zadatka
1.15.

Iz grafa vidimo da za ovu matricu, SOR metoda konvergira za w € (0,2),
a da najbrzu konvergenciju dostiZe opet za w = 1, tj. upravo za Gauss—
Seidelovu iterativnu metodu. Rijesite sustav za w = 0.8,1,1.2. Brzina kon-
vergencije u tim numerickim primjerima je u skladu sa slikom 9.
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Slika 10: Norme greski i reziduala u svakoj iteraciji SOR metode, za matricu
A iz zadatka 1.15 i parametar relaksacije w = 0.8.
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Slika 11: Norme greski i reziduala u svakoj iteraciji SOR metode, za matricu
A iz zadatka 1.15 i parametar relaksacije w = 1.
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Slika 12: Norme greski i reziduala u svakoj iteraciji SOR metode, za matricu
A iz zadatka 1.15 i parametar relaksacije w = 1.2.
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1.2.6 Iteracije iz Krylovljevih potprostora. Konjugirani gradijenti

Prisjetimo se najprije rezultata iz linearne algebre, koji tvrdi da svaka matrica
poniStava svoj karakteristi¢ni i minimalni polinom. Za A € C**"™ i b € C",
to mozemo zapisati na sljedec¢i nacin

ka(A) = aol + a1 A+ - +ap A" 4+ a, A" =0,

gdje je ka(X) = det(A — M) =>""  a; A" karakteristiéni polinom matrice A.

U slucaju kada je matrica regularna, nula ne moze biti korijen karakter-
isticnog polinoma, pa je ag # 0. Odavde jednostavnim ra¢unom mozemo
dobiti da vrijedi

1
(a ] + -+ a1 A" 2 +a, A" ) A=

Qo

1
= A (——) (a ]+ -+ a1 A" 2 +a, A" =1,

Qo

to jest, da je

1
Al =——(a ]+ 4+ a1 A"+ a,A"). (16)
Qo
Buduéi da rjesenje sustava Az = b moZemo zapisati kao x = A7'b, uz

uvazavanje prethodnog zapisa za A~ mozemo zakljuciti da je

T = _ﬂb_..._%Anﬂb_a_”An*lb,
ap ag Qo
odnosno
x € span{b, Ab, ..., A" 'b} = KC,(A,b). (17)

Prostor koji se pojavljuje na desnoj strani u (17) zovemo Krylovljevim
prostorom matrice A i inicijalnog vektora b. Upravo iz (17) dobivamo
ideju za iterativne metode rjesavanja sustava linearnih jednadzbi koje bi se
temeljile na aproksimacijama iz Krylovljevih potprostora.

Jedan nacin definicije iteracije je

Tht1 = Tk + Oék(b — Al’k) = Tk + ATk (18)

gdje je ap dinamicki parametar koji se odreduje iz nekih optimizirajuéih
uvjeta. Najprije definirajmo osnovne pojmove:

ro9 = pocetna aproksimacija
ex = x—xp = greska, k=0,1,... (x=A""b)
re. = b— Axp = Ae, = rezidual, kE=0,1,...
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Pogledajmo sada u kojim potprostorima se nalaze iteracije (18).

rg = x—ey €x+span{ep}
Ty = o+ apgley =1 —ey+ agley € x + spanfeg, Aeg}
Ty = o1 +agde; =z — ey + apAey + ayAleg — apAeg) =

= = —eo+ (g + ay)Aey — apar A%ey € x + span{eq, Aey, Aey}

Tp = Tp_y+op_1Ae,_y € x+spanieg, Aeg, ..., A¥ey}.
Dakle, opéenito vrijedi za xj definiran u (18)
xp € x+ Kry1(A, e), k=0,1,...

Postavlja se pitanje na koji ¢emo nacin birati parametar ay.

U ovom odjeljku opisat ¢emo dobivanje iterativne metode iz Krylovljevih
potprostora, za rjeSavanje sustava Arx = b, A € R™" b, x € R", pri ¢emu je
matrica sustava A simetricna pozitivno definitna. Ideja odabira parametra
ay U k-toj iteraciji metode je ta da se minimizira neka norma greske ey, =
er — agrg. Problem je Sto nam je greska jednako tako nepoznata kao i samo

rjeSenje, pa norma || - ||z ne dolazi u obzir. Ono §to mi mozemo izracunati je
rezidual. ry, = Aepy1 = 1 — apArg. Zato za simetri¢nu pozitivno definitnu
matricu A ima smisla definirati A-normu || - ||a

lvl|la = v/ (v,v) 4 = VT Av.
Za domadu zadacu mozete provjeriti da je || - ||4 zaista norma na R™.

Definirajmo sada funkciju f : R — R kao
flan) = e;§;F+1A“3k:+1 =
= odr] Ary — 20ur) Aey + e} Aey, =
= adr] Ary — 2auri s + ef Aey.
Trazenje minimuma funkcije f(ay) je ekvivalentno trazenju minimuma ||ej41|| -
Funkcija f(ay) je kvadratna funkcija po varijabli aj, i parametar uz o} je

ri Ary > 0, $to znaci da funkcija poprima minimum u tjemenu, koje je jedina
nultocka derivacije funkcije f’.

0= f'(ag) = 2ax1i Ary, — 2r}rp,
odakle slijedi da se minimalna A-norma greske ey, postize za

. T]{Tk
rLAry
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Zbog ovakvog odabira parametra o vrijedi da je ry; okomit na r, tj.

Tirper = 1 — agrg Ary = riry — —2——rl Arp, = 0.

Vazno je jos primijetiti, da tako dugo dok nismo nasli egzaktno rjesenje,
to jest dok je r # 0, ay je strogo vedi od nule. Zbog okomitosti 7,1 1 7
slijedi

2 2 2 2 2
lexlla = llex+lla + agllrella > llexslla,

odakle se vidi da se A-norma greske smanjuje u svakom koraku. Ova metoda,
zbog nacina odabira parametra, zove se metoda najbrzeg silaska.

Algoritam 1.12 Rjesavanje linearnog sustava pomocéu metode najbrzeqg silaska.
xo fiksiran;
To = b— Al’o,’
for k=0,1,2,...

Tpy1 = T + QgTk;
rk—&-l =Tk — OékAT’k,'
end

Primijeceno je, medutim, da ova metoda moze dosta sporo konvergirati,jer
se cesto dogada da ona radi korake u smjeru kojim je neki raniji korak veé
proSao. Da bi se to izbjeglo, unaprijed odabiremo skup A-ortogonalnih vek-
tora, odnosno smjerove traganja dy, di,..., d,—1. Dva vektora d; i d; su
A-ortogonalna ili konjugirana ako vrijedi da je

(di,dj)a = dl Ad; = 0.

Lagano se moze provjeriti da su A-ortogonalni vektori linearno nezavisni.
Znaci u svakom koraku biramo tocku

The1 = Tk + Oékdk (19)

s minimalnom A-normom greske.

Dakle, u svakom smjeru di napravit ¢emo toc¢no jedan korak, i taj korak
¢e biti takve duzine da ¢emo ponistiti komponentu vektora greske e, u smjeru
Ady. Nakon n koraka bit éemo gotovi. U (k+1)-om koraku onda biramo ey
takav da bude jednak pocetnoj gresci, kojoj su odstranjene sve komponente
u smjerovima Ady,...,Adg, odnosno on je A-ortogonalan na dy,...,d;. A-
ortogonalnost izmedu ey, ; 1 di je ekvivalentna nalazenju tocke minimuma
duz smjera traganja di, kao i u metodi najbrzeg silaska. Da bi to vidjeli,

74



ponovo ¢emo derivirati po ay, funkeiju g(ay) = ef. Aepi1 1 izjednagiti je s
nulom, samo §to je u tom slucaju r;; okomit na di. Ako opet uvrstimo da
je rey1 = 1 — apAdy 1 epy1 = e — agdy, dobit ¢emo izraz za ay

. dfrk
~ dlAdy,

(675 (20)

Ovako dobivena metoda naziva se metoda konjugiranih smjerova.

Algoritam 1.13 Rjesavanje linearnog sustava pomocu metode konjugiranih
smjerova.
xo fiksiran;
A-ortogonalni vektori dy, dy, . .., d, 1 fiksirani;
To = b— Al’o,’
for k=0,1,2,...
— e .
— dlAdy’
Thy1 = Tp + Qpdy;
Thy1 = Tk — QpAdy;
end

(673

Svojstva metode konjugiranih smjerova su sljedeca.

e Za metodu konjugiranih smjerova vrijede sljedec¢a svojstva:

dFAd; =0 (i #j) (21)
djri=d;Ae; =0 (j <1i) (22)
dirg=dlri=--=dlr. (23)
Skalar «; moze se zato napisati kao
dg’f’()
= ) 24
T AT Ady (24)

e Metoda konjugiranih smjerova je m-kora¢na metoda (m < n), u smislu
da je u m-tom koraku aproksimacija z,, jednaka rjeSenju z = A~'b.

Ostaje jos pronalazenje odgovarajuc¢ih vektora dy,dy,...,d, 1. Skup A-
ortogonalnih smjerova {d;} mozemo dobiti uz pomo¢ Gramm-Schmidtove
metode A-ortogonalizacije na niz linearno nezavisnih vektora wq,. .. ,u,_1 sa

skalarnim produktom (-,-)4. Dakle, A-ortogonalne vektore mozemo dobiti
kao

k-1
dy, = ug, + Zﬁkidu (25)
1=0
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pri ¢emu su koeficijenti oblika

= —— . 26
Konkretan odabir vektora uy,...,u,_1 vodi nas do metode konjugiranih

gradijenata.

Metoda konjugiranih gradijenata (CG) je, zapravo, metoda konjugiranih
smjerova kod koje se smjerovi traganja konstruiraju primjenom Gram—Schmidtove
metode A-ortogonalnosti na reziduale, tj. uzima se da je u; = ;. Cinjenica
da su vektori r; dobiveni metodom konjugiranih smjerova linearno nezavisni,
moze se provjeriti uz pomo¢ (22) i (23). Ponovo vrijedi

span{dy, dy,...,dx_1} = span{ro,r1, ..., k-1},

i bududi da je rj ortogonalan na prethodne smjerove traganja zbog (22), on je
onda zbog prethodne tvrdnje, ortogonalan i na prethodne reziduale, odnosno
vrijedi

rir; =0,  i#j. (27)

Promatramo sljedeci skalarni produkt
T T T
T Tiv1 = T 70 — oy, Ad;,

pa odavde vrijedi
1
dl Ary, = —(riri —rfrig). (28)
Q;
Zai < k—1 lijeva strana u (28) je jednaka 0, pasu By; =0zai=0,1,..., k—
27 a Za ﬁk = ﬁk;,k—l VI‘ijedi

T
— kTR hog (20),
LTy
k—1"k—1

Zbog (20), (22) i (25) mozemo i «ay napisati u ljepsem obliku

T]{’f‘k

~ dTAdy

(073

(30)

odakle se vidi, da ukoliko nismo nasli egzaktno rjesenje u k-tom koraku, oy
je pozitivan.
Sada smo u potpunosti definirali metodu konjugiranih gradijenata.
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Algoritam 1.14 Rjesavanje linearnog sustava pomocéu metode konjugiranih
gradijenata.
xo fiksiran,
d() =Ty = b— AZL’O;
for k=0,1,2,...
_ TkTk_.
— dlAdy’
Tp1 = T + Qpdy;
Thy1 = T — QpAdy;

(073

/6 o Tg+1Tk+l .
R S

i1 = Th1 + Brprdy;
end

Navedimo jos nekoliko svojstava, koja su vezana uz metodu konjugiranih
gradijenata.

e Greska e, dobivena u k-tom koraku metode konjugiranih gradijenata
ima najmanju A-normu na prostoru

eo + span{ Aeg, AZey, . .., AFeyl. (31)
e U svakom koraku CG algoritma, duljina vektora greske e, = x — xy se
reducira, pri éemu je A~'b = v = x,,, za neki m < n.

O analizi greske i konvergenciji metode konjugiranih gradijenata govore sljedece
opservacije.

e Zbog relacije (31), greska u k-tom koraku metode ima oblik

k k
e = ey + Z @Z)iAiGO = (] + szAl) €p.
i=1 =1

Koeficijenti v; su u linearnoj vezi sa koeficijentima «; i 3;, a metoda
konjugiranih gradijenata bira 1; takve da oni minimiziraju ||e|| 4. Tada,
izraz za gresku mozemo izraziti kao

er. = pr(A)eo, (32)

gdje je px polinom k-tog stupnja kod kojeg zahtijevamo da je py(0) = 1.

Kako je matrica A simetri¢na i pozitivno definitna, tada matricu mozemo

zapisati kao produkt matrica A = UAUT, pri cemu su za A = diag(\y, ..., \n),

Ay ..., A svojstvene vrijednosti od A i UTU = UUT = I. Jos imamo
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da je pp(A) = Upp(A)UT. A'? je hermitski drugi korijen od A i vrijedi
A2 = UAY2UT, pa komutira sa A i sa pi(A). Zbog toga slijedi

e = min Ae = min \/eT AYApr(A)ey =
lexl|a kaPk,pk(O)zlnpk( Jeolla epmin o Pi(A) Apr(A)eo
= min AY?p (Aeglls = min A)AY ey, <

Pk EPK,px(0)=1 ” pk( ) 0||2 PrEP,pr(0)=1 Hpk( ) 0||2 o

< min A AV ¢4l = min A eolla,

< _min  p(AeA ele = minlp()]aleal

dakle kona¢no mozemo napisati

e < min ma Ai)llleoll a- 33

ferlla < _min e [pO)eol (33)

e Primijenjiva ocjena greske u k-tom koraku metode konjugiranih gradi-
jenata je dana sa

ka(A) —1 ’
erlla <2 (m) lleolla- (34)

pri cemu je k(A)y = [|A]l2 - |A7 ]2 = Amaz/Amin broj uvijetovanosti
matrice A.

Zadatak 1.16 Matrica sustava u ovom zadatku je simetricna pozitivno definitna
100 x 100 matrica, sa svojstvenim vrijednostima A(A) € {1,4,9,...,10000},

a dobivena je kao produkt A = QAQT, pri cemu je A dijagonalna matrica
svojstvenih vrijednosti, a Q) slucajna ortogonalna matrica. Uvjetovanost joj

je jednaka k(A) = 10*. Za pocetnu iteraciju uzet éemo o =100 ... 0]7, a

za desnu stranu sustava, b je odredena tako da rjesenje sustava bude jednako
r=[11 ... 17, odnosno da je b= A-z. Rijesite ovaj sustav u Octave-i,
pomocu metode konjugiranth gradijenata @ u svakom koraku k kontrolirajte
relativnu normu reziduala ||rg||2/||bll2. Iteriranje se treba zaustaviti kada je
ona manja od tol = 1078,

Napomena 1.17 Metoda konjugiranih gradijenata bi u egzaktnoj aritmetici
trebala konvergirati u najvise 100 iteracija, medutim buduci da je matrica A
lose uvjetovana, i buduci da broj iteracija do postizanja Zeljene tocnosti ovisi
o O(\/k), broj iteracija do postizanja tolearncije tol u aritmetici konacne
preciznosti je veci od 100.
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Slika 13: Relativne norme reziduala u svakoj iteraciji metode konjugiranih
gradijenata, za matricu A iz zadatka 1.16.

Zadatak 1.17 Situacija u ovom zadatku je slicna prethodnom, samo $to poz-
itivno definitna matrica A ima deset razlic¢itih svojstvenih vrijednosti, svaka
od njih kratnosti 10. Dakle, A = QAQT, gdje je A dijagonalna matrica
svojstvenih vrijednosti A(A) € {1,2,...,10}, a Q sluéajna ortogonalna ma-
trica. Uyjetovanost matrice A iznosi k(A) = 10. b i xo se odreduju kao
u prethodnom zadatku. Rijesite ovaj sustav u Octave-i, pomocu metode
konjugiranih gradijenata i u svakom koraku k kontrolirajte relativnu mormu
reziduala ||rgll2/]|bll2-  Iterirange se treba zaustaviti kada je ona manja od
tol = 1078,

Napomena 1.18 Buduci da, konvergencija CG metoda ovisi o stupnju poli-
noma koji minimaizira vrijednost polinoma u razlicitim svojstvenim vrijednos-
tima matrice A, takav polinom moZe imati minimalno stupanj 10, pa je za
konvergenciju dovoljno 10 iteracija metode. Vidi ocjenu (33).
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Slika 14: Relativne norme reziduala u svakoj iteraciji metode konjugiranih
gradijenata, za matricu A iz zadatka 1.17.

1.2.7 GMRES metoda

Jedna od metoda koja se moze primijeniti na sve vrste matrica je GMRES.
GMRES metoda (Generalized minimal residual algorithm) ili generalizirani
algoritam minimalnog reziduala koristi modificirani Gram—Schmidtov postu-
pak kako bi konstruirao ortonormiranu bazu za niz Krylovljevih potprostora
span{rg, Aro, ..., A¥ro}. Kada se modificirani Gram—Schmidtov postupak
primijeni na ovakav prostor dobiva se Arnoldijev algoritam.

Algoritam 1.15 Arnoldijev algoritam.
Dan je vektor q1 sa ||qi||2 = 1;
for j=1,2,....,.n—1

Gj+1 = Ag;;
fori=1,...,5

hij = @i @1

qj+1 ‘= Qj+1 — hi,jqz‘;
end
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hivi = [|Geall2;
Gin1 = dj+1
=

’ hjt1;

end

U svakom koraku se minimizira 2-norma reziduala, pa je konacan izgled
GMRES algoritma sljedeci.

Algoritam 1.16 Rjesavanje linearnog sustava pomocu GMRES metode.

xo fiksiran;
g = b — Al‘o,’
B = |roll2;

To
q1 = E;’
[=11,0,...,0]%;
for k=1,2,...

Izracunag g1 @ higp = H(i k) za i =1,... k+ 1, koristeci
Arnoldijev algoritam.

Primijens Fy, ..., Fy_1 na zadnji stupac od H, odnosno:
fori=1,...,k—1

Izracunaj k-tu Givensovu rotaciju Fy kako bi se ponistio (k + 1,k)
element od H :
" [H (k. k) |

VIH(k K+ H(k+ 1, k)2

Ck

H(k+1,k)
H(k, k)

Sk = Ck

else
S = 1,’
end
Primijeni k-tu rotaciju na l i na zadnji stupac od H :

[l(k) _ { ce sk | | LK) 1

l(]{ + 1) —SE  Ck 0
H(k,k) = c H(k,k)+ spH(k+ 1,k);
H(k+1,k)=0;

end

if ocjena norme reziduala B|l(k + 1)| dovoljno mala
Rijesi gornje trokutasti sustav Hywryr = Blixi-

Ty = o + QrYk;
end
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Neka svojstva GMRES metode:

e Rezidual u k-tom koraku zadovoljava

i =b— Ay = Q1 (B8 — Hivrawtk) = Qer FP* ((9™)r1&er), (35)

pri cemu su & prvi jediniéni vektor & = [1,0,...,0]T, F®) = F,F_y -+ Fy,
a g = gF®¢, . Kao rezultat dobivamo

Irillz = 116 — Azl = (") - (36)

e Neka je A regularna matrica. Tada se GMRES algoritam prekida u
k-tom koraku (hgi1x = 0) ako i samo ako je aproksimacija zj, jednaka
egzaktnom rjesenju.

O konvergenciji GMRES metode govore sljedeé¢e tvrdnje.

e Neka je x; aproksimacija rjeSenja ostvarena u k-tom koraku GMRES
algoritma, i neka je r, = b — Ax,. Tada postoji qp_1 € Pr_; takav da
je xy, oblika

zy = 1o+ qr1(A)10

[rellz = min  [[(1 = Agr—1(A))roll2.
q—1€PK—1

e Neka je dan nerastuéi niz f(0) > f(1) > --- > f(n — 1) > 0 pozitivnih
brojeva i skup kompleksnih brojeva razlicitih od nule {Aj, Aa, ..., Ay},
tada postoji matrica A sa svojstvenim vrijednostima Aj, Ao, ..., A\, i
desna strana sustava b sa ||b|l2 = f(0) takvi da reziduali 7, u svakom
koraku GMRES algoritma primijenjenog na sustav Az = b sa xy = 0,
zadovoljavaju |rg|l2 = f(k), k=1,2,...,n— 1.

Primjer 1.14 U ovom primjeru promatramo samo GMRES metodu, i pokazat
cemo da se zaista moze konstruirati matrica sa u naprijed odredenom krivuljom
konvergencije, za bilo koji skup svojstvenih vrijednosti. Definirat éemo na-
Jprije skup svojstvenih vrijednosti A(A) € {—50,—49,...,—1,2,4,...,100}, ¢
niz vrijednosti f(0) = 100, f(1) =99, f(2) =98,...,f(99) =1, f(100) = 0.
Nadalje, definirajmo

g(k) =/ (f(k—1))2 = (f(k))2 = /(100 — k + 1)2 — (100 — k)2, k=1,...,100.

Matrica V- = [v; vg -+ vi00] je slucajna ortogonalna matrica, i ako defini-
ramo b = 1% g(i)v;, tada je ||bll2 = f(0). U nastavku, definirajmo jos
matricu B =1[b vy -+ wvgg| 1 izracunajmo koeficijente polinoma

a(z) = 210 — Z ;2 = (2 = M(A)) - (2 = Moo(A)),
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i na kraju konstruirajmo matricu A kao

0 -~ 0 ap
1 -+ 0 «
A=B. B
1 Qg9

Pocetna iteracija je g = 0, i tol = 1075, Prema teoretskim rezultatima,
ovako definirant sustav Ax = b ima matricu sa gore definiranim svojstvenim
vrijednostima i sa rezidualima, takvim da nakon svake iteracije GMRES
metode vrijedi ||rx|l2 = f(k). Dobiveni rezultati w Slici 15 to potvrduju, do
na numericke greske.

1

0.9

0.8

0.7

ri/ bl
o
2

0.3

0.2

0.1

|
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
iteracija

Slika 15: Relativne norme reziduala u svakoj iteraciji GMRES metode, za
matricu A iz primjera 1.14.

1.2.8 Ubrzanje konvergencije. Pojam prekondicioniranja

Najjednostavnije, prekondicioniranje mozemo opisati kao bilo kakvo modifi-
ciranje originalnog linearnog sustava, koje na neki nacin olakSava rjesavanje
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danog sustava. Konvergencija iterativnih metoda ovisi o nekim svojstvima
matrice sustava, pri ¢cemu se najceSée radi o svojstvima spektra ili singu-
larnih vrijednosti. Zato je cilj takve modifikacije transformirati linearni sus-
tav u ekvivalentan sustav koji ima isto rjesenje, ali koji ima bolja svojstva,
npr. bolja spektralna svojstva matrice sustava. Matrica prekondicioniranja
je matrica koja utjece na transformaciju sustava. Na primijer, ako matrica
M aproksimira matricu sustava A na neki nacin, transformirani sustav

M 'Axr = M""b (37)

ima isto rjeSenje kao i originalni sustav Az = b, ali svojstva matrice M~'A
mogu biti bolja.

U slucaju da je matrica A simetriéna, tada se od matrice M moze za-
htijevati da bude simetri¢na i pozitivno definitna. Matrica M se moze onda
faktorizirati npr. metodom Choleskog na M = LL”, jer onda moZemo defini-
rati i dvostrano prekondicioniranje pomocu faktora, pri cemu se tada rjesava
sustav

L7'AL Ty =L, r=LTy. (38)

pa matrica prekondicioniranog sustava L='AL~T ostaje simetri¢na. U ovom
sluc¢aju treba napomenuti da, kod onih iterativnih metoda kod kojih konver-
gencija ovisi o spektru matrice sustava, matrice M*A i L7'ALT imaju iste
svojstvene vrijednosti, jer su sli¢ne.

Uvjeti odabira matrice prekondicioniranja M su sljedeéi:

e Rjesavanje prekondicioniranog sustava iterativnom metodom je brze, u
smislu da ¢e metoda zahtijevati manje iteracija do postizanja konver-
gencije od rjesavanja originalnog sustava (M 1A ~ I).

e Za metodu konjugiranih gradijenata primijenjenu na simetricnu pozi-
tivno definitni problem, teznja nam je imati simetricnu prekondicioni-
ranu matricu L~ 'AL™T sa brojem uvjetovanosti blizu jedan. S druge
strane, znamo da za konvergenciju metode konjugiranih gradijenata
znacajnu ulogu igra i distribucija svojstvenih vrijednosti. U tom smislu
mi mozemo zahtijevati da prekondicionirana matrica ima, na primjer,
samo nekoliko velikih svojstvenih vrijednosti, a ostatak gusto naku-
pljnih oko jedne tocke, ili da prekondicionirana matrica ima samo neko-
liko razlicitih svojstvenih vrijednosti. U svakom slucaju svojstvene vri-
jednosti bi trebale biti distribuirane tako da polinom malog stupnja,
koji je jednak jedinici u ishodistu, bude mali u svim svojstvenim vri-
jednostima.

Jos je jedan vazan rezultat dao Van der Sluis, a tice se prekondicioniranja
dijagonalnom matricom.
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e Ako simetricna pozitivno definitna matrica A ima sve dijagonalne ele-
mente jednake 1, tada
< m - mi
k(A) <m win k(DAD), (39)

gdje je D = {pozitivno definitne dijagonalne matrice}, a m je maksi-
malan broj elemenata, razlicitih od nula, u bilo kojem retku od A.

Prekondicionirani sustav je tada oblika
DADy = Db, x = Dy.

Napomena 1.19 Van der Sluisov teorem tvrdi da je za bilo koju simetricnu
pozitivno definitnu nxn matricu A = [a;;], dijagonalna matrica prekondi-
cioniranja dana sa D = diag(\/ay],...,\/a;}) optimalna u odredenom
smaslu.

Drugi na¢in odabira matrice prekondicioniranja su nekompletne fak-
torizacije. Nekompletnima smatramo one faktorizacije, kojima se tokom
samog procesa faktorizacije odredeni elementi zanemaruju. To na primjer
mogu biti netrivijalni elementi u faktorizaciji na pozicijama u kojima origi-
nalna matrica sustava ima nulu. Takve se matrice prekondicioniranja tada
uvijek ostavljaju u faktoriziranom obliku. Njihova efikasnost onda ovisi o
tome kako dobro njihov inverz aproksimira A~

U slucaju simetricne pozitivno definitne matrice sustava A, za prekondi-
cioniranje se moze upotrijebiti nekompletna faktorizacije Choleskog (IC). Nje-
gov algoritam je vrlo slican originalnoj faktorizaciji Choleskog.

Algoritam 1.17 Racunanje nekompletne faktorizacije Choleskog (IC) simetricne
pozitivno definitne matrice A € R™ ",

zai=1,...,n{

1—1

2.
Qi — E This

k=1
[ za i =1, 14 = \Ja; */

zaj=i+1,...,n{

ako a;; # 0 {
i—1
Tij = <aij - Zrkirkj) /T'iz‘; }
k=1
inace {

rij=0}}}
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Ako definiramo skup P kao podskup indeksa {(i,j) : 7 # 4, i,j =
1,...,n}, takvih da je a;; = 0, tada matrica R dobivena iz nekompletne
faktorizacije Choleskog ima istu strukturu nula kao i po¢etna matrica A u
gornjem trokutu, tj. r;; = 0 za (i,7) € P. Za odredenu klasu matrica moze
se pokazati da je RT R ~ A. Prekondicionirani sustav tada glasi

R TAR 'y =R T, x =Ry

Pogledajmo sada kako bi rjesavali prekondicionirani pozitivno definitni
sustav (38) pomo¢u metode konjugiranih gradijenata. Jedna moguénost je
jednostavno na njega primijeniti algoritam 1.14, ali tada ¢emo trebati eksplic-
itno izracunati faktor L, i rjesavati sustave sa matricama L i LT. S druge
strane, algoritam mozemo prepraviti tako da se rjeSavaju sustavi samo sa
M = LL”. To mozemo uéiniti na sljedeé¢i na¢in. Prvo oznaéimo sve veli¢ine
vezane uz prekondicionirani sustav (38) sa ", a veli¢ine vezane uz pocetni
sustav Ax = b sa standardnim oznakama, tada uz pomo¢ relacija

T = LiTi'k, Ty = Lfk,

dp=L"d,, M=LL",

CG metodu primijenjenu na sustav (38) mozemo transformirati u algoritam,
koji ne ovisi o faktorizaciji matrice prekondicioniranja M. Imamo:

Gy = — Ph1Tr-1 _ rh LT L g _ My
df [LYAL-Tdy_, dj (LL7YALTLTdyy  dj | Ady
oy = Ll =L T4y +ap  L70dy ) =y + g ady s
Ty = Lfk = L?A"k_l — Oék_lLLilALdeAk_l =Tk—1— Oék_lAdk_l
8, = FLPy, _ ri =T L1y, _ rL M~y

Mo Pk i LTTL Yy ok Ml
dp, = L‘chk = L_Tf’k + ﬁkL_TCZk_l = L_TL_l’/‘k + Brdp_1 = M‘lrk + Brdp_1

Zato konacno dobivamo algoritam za prekondicionirane konjugirane gradi-
jente.

Algoritam 1.18 Rjesavanje linearnog sustava pomocu prekondicionirane metode
konjugiranih gradijenata.

xo fiksiran;

ro = b— Afo,'

rijesi Mpg = ro;

do = po;
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Tk?—‘rl ;'
)

L p

Ty + opdy;
T — o Ady;
T£+1pk+l .

0,1,2,...
Tk

dl Ady,’
Mpr1

100
14.5627.

60 80
87

nz =798

40
Takvo prekondicioniranje c¢emo usporediti sa dijago-

20

for k

dit1 = Pr+1 + Brrrdi;

Tk41
Tk4+1
rijesi
Brt1
end
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Primjer 1.15 Matrica sustava ovog primjera je rijetko popunjena Stielt-

jesova matrica, ¢iji raspored netrivijalnih elemenata je dan u Slici 16. Svojstvene

F °d
oo
oo
o0
oo
oo
e
oo
oo
o0
oo oo
oo ecee
e 3y
oo Iy
oo oce
o0 N
oo ecoce
oo ecece
oo sssse
oo ecoce
- oo oo
e esss o0
oo Iy oo
oo Iy oo
o0 s o0
oo eceee oo
o0 sssse o0
oo ecoce oo
oo ecoce oo
oo ecoce oo
o0 o00 o0
oo oo oo
o0 essse o0
oo Iy oo
oo oo oo
oo eceee oo
e sssse o0
oo ecoce oo
e sssse o0
oo ecoce oo
- oo oo oo
oo oo oo
e essse e
oo Iy oo
e oee e
oo N oo
oo ecece oo
o0 sssse o0
oo ecoce oo
oo ecoce oo
oo o0 e
oo oo oo
oo ecoce oo
e sses' o0
oo oce oo
oo eceee oo
o0 sssse o0
oo ecoce oo
oo ecece oo
e esese e
- oo ooe oo
oo eooe oo
o0 3y o0
oo Iy oo
oo oo oo
oo ecoee e
oo ecoce oo
oo ecoce oo
e sssse o0
oo ecoce oo
oo oo oo
o0 33 oo
oo Iy oo
oo Iy oo
e ose e
oo eooce oo
oo esece oo
o0 sssse o0
oo esece oo
o0 sssse o0
- oo oo oo
oo oo oo
oo ecoce oo
o8 sses' o0
oo oce oo
e N o0
oo ecoce oo
oo ecoce oo
oo ecece oo
o esese e
oo oo
osse e
3y oo
esee oo
ese’ o0
ecoce oo
ecoce oo
sssse e
ecoce oo
1 i L L L L L L L L L

Slika 16: Raspored netrivijalnih elemenata matrice sustava A iz primjera

1.15.

vrijednosti ove matrice nalaze se u intervalu A(A) € (3.23,47.07), i mnoge

su vrlo blizu jedne drugima, a wvjetovanost iznosi k(A)

Ova matrica je pogodna za prekondicioniranje sa nekompletnom faktor-

izacijom Choleskog.



nalnim prekondicioniranjem, 1 sa originalnim sustavom bez prekondicioni-
ranja, kada se rjesavaju pomocu metode konjugiranih gradijenata. Vektor
desne strane b je izracunat tako da je egzaktno rjesenje x = [1,1,...,1]T, a
xo = [0,0...,0]. Odnosi izmedu uvjetovanosti i broja iteracija potrebnih za
postizange iste toénosti od tol = 1078 tih triju sustava, dani su u sljedecoj
tablic.

neprekondicionirani dijagonalno IC prekondicionirani
sustav prekondicionirani sustav
sustav
K(A) 14.5627 7.8162 1.5025
k 28 21 8
100 T T
—— neprekondicionirani sustav
dijag. prekond. sustav
107 | —— IC prekond. sustav E
107 | 4
107 E 4
107 E 4
=
S10°k 4
10° E 4
107 4
10° | 4
10° E 4
10’10 I I I I I
0 5 10 15 20 25

iteracija

Slika 17: Relativne norme reziduala u svakoj iteraciji prekondicionirane
metode konjugiranih gradijenata, za matricu A iz primjera 1.15.
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1.3 Primjer numerickog rjeSavanja obi¢ne diferencijalne
jednadzbe

Na kraju poglavlja o rjeSsavanju sustava linearnih jednadzbi, numericki ¢emo

rijesiti jednu konkretnu obi¢nu diferencijalnu jednadzbu (rubni problem),

i usporediti dobiveno rjesenje sa egzaktnim rjeSenjem jednadzbe. Dakle,
imamo sljedeci problem:

_dd_;y(x) —y(z) = 2sin(z), z=/(0,1), (40)

y(0) = 0
y(1) = cos(1).
Lako se moze provjeriti da je egzaktno rjeSenje dano sa
y(x) = x cos(x).

Njega ¢emo diskretizirati konacnim diferencijama na segmenu [0, 1], sa
mrezom od 101 tocaka, pri ¢emu je

h=0.01, z;=1ih, y;=vy(x;), [fi=2snz;, i=0,1,...,100.
Tada imamo:

Yo = 0
—Yi—1 + 2Y; — Yit o £

h2 y’L
Y100 = cos(1).

Kad to sredimo dobit ¢emo
2-RM)y—y = B*fi

—Yi1 + (2 — hz)yz‘ — Yit1 h2fi7 t=2,...,98
—yos + (2 — h2)y99 = h2f99 + Y100,

odnosno dobit ¢emo sustav Ay = b, pri ¢emu su

1.9999 -1
-1  1.9999 -1
A€R99X99
-1 19999 -1
-1 1.9999
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[y ] [ 0.0002sin(0.01) ]
Yo 0.0002 sin(0.02)
y=1 |, b= : € R,
Yos 0.0002 sin(0.98)
Yoo | | 0.00025in(0.99) + cos(1) |

Lako se moze provjeriti da je matrica pozitivno definitna (npr. u Oc-
tave-i izracunati njezinu faktorizaciju Choleskog). Njezina uvjetovanost je
ka(A) = 4.5090-103, sto nije tako lose, pa sustav mozemo rijesiti pomocu fak-
torizacije Choleskog i metodom konjugiranih gradijenata. Izracunata rjesenja
se razlikuju najvise za 3.3307 - 10~% u svakoj komponenti, tako da je skoro
sve jedno koju od tih dviju metoda koristimo. Usporedivat ¢emo egzaktno
rjeSenje rubnog problema y sa rjeSenjem koje je dala metoda konjugiranih
gradijenata kod rjesavanja sustava dobivenog diskretizacijom g.

0.7 I I
O rubni uvjeti
—— lizracunato rjesenje
—— egzaktno rjesenje
0.6 B
0.5 B
04r B
>
0.3 B
0.2 B
0.1 |
CK/ | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

X
Slika 18: Numericko i egzaktno rjeSenje rubnog problema (40).
Kao sto vidimo iz slike 18, izracunato rjesenje je prilicno dobra aproksi-
macija egzaktnog rjeSenja. Na slici 19 je prikazana greska, u kojoj prevladava

greska diskretizacije. Greska nastala zbog primjene metode konjugiranih
gradijenata u aritmetici kona¢ne preciznosti u ovom slucaju je zanemariva.
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x107°

0
\

Slika 19: Greska (y — ¢) izmedu egzaktnog i numerickog rjesenje rubnog
problema (40) .
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2 Problem najmanjih kvadrata

2.1 Opis problema

Pretpostavimo da imamo skup mjerenih podataka (tx,yx), k = 1,...,m, i
zelimo taj model aproksimirati funkcijom oblika ¢(t). Ako je p(t) hnearna
tj. ako je

p(t) = zo1(t) + - - - + Tnn(t),

onda bismo zeljeli pronaéi parametre x; tako da mjereni podaci (¢, yx) zado-

voljavaju
= ijcpj(tk), k=1,...,m.
j=1

Ako oznacimo
agj = ¢j(tk),  br =y, (41)
onda prethodne jednadzbe mozemo u matri¢cnom obliku pisati kao

Ax =0,

pri cemu je A = [a;;] € R™™ ib = [b;] € R™. Ako je mjerenih podataka
viSe nego parametara, tj. ako je m > n, onda ovaj sustav jednadzbi ima vise
jednadzbi nego nepoznanica, pa je preodreden.

Postoji mnogo nacina da se odredi “najbolje” rjeSenje,

e zbog statistickih razloga to je cesto metoda najmanjih kvadrata.

e Funkcija ¢ odreduje se iz uvjeta da euklidska norma (norma 2) vektora
pogresaka u ¢vorovima aproksimacije bude najmanja moguca, tj. tako
da minimiziramo S,

S = Z Y — 2 . min.
k=0

e tj. odredujemo x tako da minimizira rezidual r = Ax — b

min ||7|ls = min ||[Az — blls, A€ R™™" beR™, xzeR" (42)

e Ako je rang(A) < n, onda rjeSenje z ovog problema oc¢ito nije jedin-
stveno, jer mu mozemo dodati bilo koji vektor iz nul-potprostora od A,
a da se rezidual ne promijeni.
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e Medu svim rjesenjima x problema najmanjih kvadrata uvijek postoji
jedinstveno rjeSenje x najmanje norme, tj. koje jos minimizira i ||x||s.

[z geometrijske interpretacije problema najmanjih kvadrata odmah vidimo
da je za rjesenje x, Az ortogonalna projekcija vektora b na R(A). To se lako
moze provjeriti ako definiramo diferencijabilnu funkciju

1
o(x) = 514z — bl

i izjednac¢imo V¢(x) = 0 (ekvivalentno trazenju minimuma min, || Az — b||2).
Tada mozemo raspisati ¢(x) kao

1 1 1

5(14:10 — b (Ax —b) = §mTATAx — 2T ATb + §bTb =
IR T - T Ly

= 3 > wi(ATA)ya; = > ai(ATh) + b=

ij=1 i=1

- 1 n T 9 1 - n . 1 .
- 5;@1 Aia? + 5 (AT Ay — Y (ATb); + b7,

i£j i=1

o(r) =

Izracunajmo sada k-tu parcijalnu derivaciju od ¢(x) i izjednacimo ju sa nu-
lom.

a%¢(x) = (AT A) ey + % > (AT A + % > (AT Ay — (ATb)y, =

jk ik
{(AT A);;=(AT A)i;} Z(ATA)kiIi — (ATb), = (AT Az — ATD),.
i=1
Dakle,

Vo(z) = AT Ax — ATb,

a iz Vo(z) = 0 slijedi
AT (Az —b) = ATr = 0. (43)

Da se zaista radi o minimumu, provjerimo Hessian.

82
8xlaxk

o(a) = (AT A,
Sto znaci da je
Hp=ATA

ion je
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e pozitivno definitan u slucaju da je matrica A punog stupcanog ranga,
pa tada postoji jedinstveni minimum, i on je rjeSenje sustava

AT Az = AT,

e pozitivno semidefinitan u slu¢aju da matrica A nema puni stupcani
rang, pa se tada minimum postize na ¢itavom afinom potprostu. To
mozemo provjeriti na sljede¢i nac¢in. Neka je x rjesenje problema naj-
manjih kvadrata, i neka je i z+ 2 takoder rjesenje istog problema. Tada
z 1z + z moraju zadovoljavati (43), pa imamo

0=AT[A(z +2) —b] = AT(Az — b) + ATAz = AT Az,

Ako gornju jednakost skalarno pommnozimo sa z, dobit ¢emo da je
|Az|lo = 0, odakle slijedi da je Az = 0 odnosno z € N(A) (z je u

jezgri od A). Dakle skup rjesenja u ovom slucaju ¢ini skup
r+N(A).

- —
Na kraju, ako sa b, Az i 7 ozna¢imo vektore u vektorskom prostoru R™,
prl cemu Je x je rjeSenje problema najmanjih kvadrata, tada imamo da je

b= Ar— 7, a zbog (43) je (Ay)Tr = 0 za svaki y € R™, odnosno
7 L R(A).

— —

Na kraju mozemo zakljuciti da je Ax dobiven iz b, tako Sto mu se oduzekju>
—

komponenta okomita na R(A), pa je Az zaista ortogonalna projekcija od b

na R(A).

—

<

Slika 20: Okomitost reziduala rjesenja x problema [[Az — b||s — min na

R(A).

Matri¢ni problem najmanjih kvadrata moze se rijesiti na vise nac¢ina, koji
ukljucuju neke istaknute faktorizacije matrice A.
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2.2 QR faktorizacija

Definiciju i egzistenciju QR faktorizacije daje sljedeci teorem.

Teorem 2.1 (QR dekompozicija)

e Neka je A € C™™, uzm > n. Tada postoji unitarna matrica QQ €
C™™ takva da je

@Asz[&},
0
gdje je R € C™" a Ry € C™" gornjetrokutasta matrica s nenega-

tivnim dijagonalnim elementima.

e Neka je A € R™" wzm > n. Tada postoji ortogonalna matrica
Q € R™™ takva da je

R
azn=|®)

gdje je R € R™" a Ry € R™" gornjetrokutasta matrica s nenega-
tivnim dijagonalnim elementima.

U oba slucaja je A = QR.
Napomena 2.1 Ako izvrsimo particiju matrica

Q=[Q1 Q]

onda 1z Teorema 2.1 slijeds

A:[Ql QQ} |:}E)1:|:Q1Rl-

Dakle, QR dekompoziciju moZemo napisati u skraé¢enom obliku
A= Qle

pri cemu je Q1 € C™™ ortonormirana matrica, a Ry € C™" gornje-
trokutasta matrica s nenegativnim dijagonalnim elementima.

Neka svojstva QR faktorizacije dana su u sljedeé¢im tvrdnjama.

e Ako je A € C™*" regularna matrica, tada je matrica @) jedinstvena.
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e Neka je A € C™*™ matrica sa stupcima a;, 1 = 1,...,n. Tada je
n
| det A| < T llall2,
i=1

pri cemu se jednakost postize ako i samo ako su stupci od A medusobno
ortogonalni. (Hadamardova nejednakost)

QR faktorizaciju mozemo izracunati na vise nacina. Mi ¢emo obraditi
dva nac¢ina racunanja, kod kojih se ortogonalna matrica () dobiva uzastop-
nim mnozenjem elementarnih ortogonalnih matrica, kao sto su: reflektori ili
rotacije.

2.2.1 QR faktorizacija pomoc¢u Householderovih reflektora

Za zadani vektor a € R™, a # 0, trazimo ortogonalnu matricu H € R™™
takvu da je

Ha = —ae, gdje je e € R™, |le]|a = 1 zadani vektor.

(Zaa=0je H=11inuzo je « =0.) Za H zahtijevamo da je oblika
I » .
H=1—-—vv", gdje je vy >0, v #0.
Y

Matrica H je Householderov reflektor.

e Lako se vidi da je H simetri¢na matrica, tj. H? = H.

2 2
H? = ([ — —2va) (I — —2va) =
[v]13 [v]13

2 T 2 T+ 4 T,.T

[[]I3

=52 Je

H'H

= [ — —=vw — —5w —— VU VYT =

[v]3 [o]3 [v]l2

4 4
= [ - —2va + —2va =1
[oll3 o]z
i H je ortogonalna matrica.
Zbog ortogonalnosti od H mora biti
lallz = [[Hallz = [| — aells = [ = alllella = |a].
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Ako definiramo

o llall2, ela>0
1 —llallz, ela <0

(Predznak se bira zbog stabilnosti metode, da izbjegnemo fatalno kracenje.)

v o= a-+ e

lall3 +2aeTa+a®  2||a|3 +2[|all2le"al
2 N 2 N

= |lall2([lallz + le"al)

Tada vrijedi

1 T
Ha = (I——va)a:a— (a + ac) aT (a+ ae) =
gl lall2(llallz + leTal)
T

a’a+ aela
lallz(lall2 + [e"al)
_ llall2(llallz + le"al)
lall2(lall2 + [e"al)
= —qwe,

= a (a+ ae) =

(a+ae)=a—a—ae=

Sto smo i trazili.
Napomena 2.2 Da bi racunali sa Householderovim refliektorom H uopce ga

ne trebamo posebno racunati kako bi dobili njegov matricni oblik.

(a) Za x € R™ je:

Dakle, potrebno je izracunati samo skalarni produkt via iy = ”TT“’” €eR,

odakle je
Hxr =x — pv,

sto je mange operacija nego traziti matricu H i mnoZiti je vektorom.
(b) ZaA=[ar --- a,]e€R™" je:
HA=H[a - a,]|=[Ha --- Ha, ],
pri éemu Ha; racunamo kao pod (a). To je opet manje operacija nego

Sto bi bilo da izvedemo puno matricno mnozZenje H - A.
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(c) Za Ae R™ ™ AT = A je:

H"AH = HAH = ([ — lva) A ([ - lmT) =

7 7
I 1 r, 1 7 T
= A— —vw'A— —Aww + —vv Avv' .
Y v

Ako stavimo da je
1 m 1 T m
u=—-AveR" p=—72'ueR, w=u—pveR",
g 2y

tada imamo

1 /1 \"
HT'AH = A—ovu" —w" + v (—Av) vl =
Y Y
= A—vu’ —w’ + 20" = A — v’ —poT) — (u—p)’ =

A —vw” —woT.

Ovo je mangi broj operacija nego direktno mnozZenje.

Householderove reflektore mozemo primijeniti na trazenje QR faktor-
izacije matrice A. Radimo direktno nad stupcima matrice, i to od dijagonale
na dolje.

Neka je A = [agl) coalV | € R™™ za m > n. Ako je agl) # 0,
stavimo li

e = ¢, € R™,

znamo na¢i Householderov reflektor H; takav da je

Hlagl) = —aqe.
Tada je
A® = HA® = H1a§1> . HaY | =
-y % * *
0
- : a§2) e a?
0

Ako je agl) =0, stavimo H; = I.
Ako je aéQ) £ 0 € R™ !, postoji Householderova matrica H, € R(m—Dx(m=1)
takva da je
Hzaf) = —Qa€y,
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uz e, € R Za

1 0
H [0<m]
je
-y % * *
1 0 0
Hy,A® = - =
2 0 H, : aéQ) aé) a'?
0
* * * - D ¥
o 0 —ag *
0 — Q9
- : : 7 (2 72 | T 0 0
: : Heay’ -+ Hap : S C))
0 0 : : 3
i 0 0

Nastavljamo tako dalje, svaki puta smanjuju¢i dimenziju problema i radeci
sa
A(k)(k: cm,k:n) i Hy€ R —k+1)x(m—k+1)

a H, € R™™ definiramo sa

[ Ly 0O

Na kraju imamo

—Q9 *
0 — Q09
HyHy i HW A= hE - R, 44
b 0 0 —ay, (44)
0 0 0
0 0 0

tj. A= QR, gdje je Q = Hy--- H,,. Zelim li u R nenegativnu dijagonalu, u
(44) slijeva jos pomnozimo matricom
H,.; = diag(—sgn(aq), ..., —sgn(a,), 1,...,1),

koja je ortogonalna.

Na racunalu stedimo na memoriji tako da vektore kojima realiziramo
Householderove reflektore Hy, (v, € R™ 1 k= 1,... n) stavljamo u donji
trokut od A, dok je u gornjem R, ¢ija dijagonala je u posebnom polju D.
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Algoritam 2.1 Za zadanu matricu A € R™*™  algoritam izracunava QR
faktorizaciju pomoéu Householderovih reflektora. Ortogonalna matrica Q) se
dobiva kao produkt Q = Hy--- H,, pri cemu je H; = I — %U(i)l}(i)T, a R je
gornjetrokutasta.
for j=1,....n
begin

na = /Y. ak;
if ajj > 0 then
begin
a = na;
end
else
begin
a = —na;
end
7; = na(na + |ag|);
fori=1,...,5—1
begin
UZ_(J) = 0;

end

J) _ .
Uj = ajj -+ Q)
ajj = —Q;

fori=j5+1,....m

Qi = Qg — IWZ(J);
end
end;
end;

R=A;

Napomena 2.3 [ kod QR faktorizacije se moZe pivotirati i to tako da se

stupac nagveée norme (od dijagonale na dolje a,ik), e ,a%k)) dovede na pivotno
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mjesto i njega se ponisti ispod dijagonale. To se koristi kad Zelimo naci
rang matrice, jer su dijagonalni elementi matrice R sortirani padajuce po
apsolutnim vrigednostima. Imamo

Ho(- - Hy((Hi(ALj)) 2y) -+ Lng,) = R,
t.

Primjer 2.1 Pogledajmo sada na konkretnom primjeru racunanje QR fak-

torizacije pomocu Householderovih reflektora. Za primgjer ¢emo uzeti matricu
Ae R4><3

1 2 -1
2 4 2
A= -2 0 3
6 -1 2

Za dobiwange matrice Q) trebat ée nam tri Householderova refiektora, koji ce
ponistiti elemente ispod dijagonale za svaki stupac posebno. Pruvi reflektor
Hy, € RY treba transformirati 1. stupac A(1 : 4,1), tako da

1

—ay
2 0
0
0

H| 5 |=

6

Prvo provjerimo
eTA1:4,1)=A(1,1)=1>0

odakle slijeds

ar = JJA(L:4,1)[la = /12 + 22+ (—=2)2 + 62 = V45 = 6.7082,
n = 6.7082(6.7082 + 1) = 51.7082,

i vektor vV iznosi

1 6.7082 7.7082
oM = A(1:4,1) + aey = _; + 8 = _; 5
6 0 6

a reflektor Hy je oblika

—0.1491 —0.2981 0.2981 —0.8944
o Lo, mT _ | —0.2081  0.9226 0.0774 —0.2321
Ty ~ | 02081  0.0774 0.9226  0.2321

—0.8944 —0.2321 0.2321  0.3038
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Dalge, slijeds

HlA(]_ . 4, ]_) =

[ —0.5963 ]
3.3264
0.6736 |

| —3.0209 |

[ —1.3416
1.9114
3.0886 |’
1.7341 |

HlA(]_ . 4, 2) =

HlA(l . 4,3) ==

odnosno
—6.7082 —0.5963 —1.3416

0 33264 19114
0 06736  3.0886
0 —3.0209 1.7341

Sljedeci korak je odredivanje reflektora Hy, oblika

AY = H A=

_ _ 1
H, = 10 , Hy e R¥3  Hy=1-— —p@5®T,
0 H2 Y2

On mora transformirati odgovarajuéi dio 2. stupca A® (2 : 4,2), tako da

[ 3.3264 —ay
Hy | 06736 | = | 0
—3.0209 0

Dobit éemo sljedece vrijednosti

s = 4.5436
o = 35.7581
7.8700
7? = 0.6736 |,
—3.0209
0 0 0

—0.7321 —0.1483 0.6649
—0.1483  0.9873 0.0569
0.6649  0.0569 0.7448

&
I
oo o
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Hy ne mijenja 1. redak, a sva akcija se dogada na recima od 2. do 4.
djelovanjem matrice Hy. Jos k tome, Hy ne mijenja niti odgovarajuci dio 1.
stupca A (2 : 4,1) jer je on jednak nul-vektoru.

) [ —4.5436 ]
HyAP(2:4,2) = 01,
L. 0 -
B [ —0.7043 ]
H,A®(2:4,3)=| 28648 |,
| 2.7381 |
odnosno
—6.7082 —0.5963 —1.3416
0 —4.5436 —0.7043
(3) — 2 _
AT = HAT = 0 0 2.8648
0 0 2.7381
Posljednji korak treba odrediti refiektor Hs, oblika
Hs = { f> 0 ] , H3 e R Hy=1-— L@
0 H3 3

On mora transformirati odgovarajuéi dio 3. stupca A®) (3 : 4,4), tako da
~ | 2.8648 | | —og
H3[2.7381]_{ 0 }

Dobit éemo sljedece vrijednosti

a; = 3.9628
vy = 27.0565
) _ [ 6.8276
2.7381 |
0 0 0
1 0 0

Hy = 0 —0.7229 —0.6909

0 —0.6909  0.7229

Hs ne mijenja 1. 1 2. redak, a sva akcija se dogada na recima od 3. do 4.
djelovanjem matrice Hs. Jos k tome, Hs ne mijenja niti odgovarajuce djelove
1. i 2. stupca A®)(3:4,1:2) jer su oni jednaki nul-vektorima.

—3.9628
BE

o O O

HsA® (3 :4,3) = {

103



Konacéno dobivamo

—6.7082 —0.5963 —1.3416
0 —4.5436 —0.7043

Rr = 0 0 —3.9628 |’
0 0 0
—0.1491 —0.4206 0.3776 —0.8114
—0.2081 —0.8412 —0.2542  0.3726
Qu=HHH3 =

0.2981 —0.0391 —0.8510 —0.4305
—0.8944  0.3375 —0.2619 —0.1325

2.2.2 QR faktorizacija pomoc¢u Givensovih rotacija

Mnogo tocnije je raditi QR faktorizaciju pomoc¢u Givensovih rotacija, iako
taj postupak zahtijeva vise operacija.

Givensove rotacije su kvadratne matrice koje su dobivene ulaganjem
dvodimenzionalnih rotacija u veé¢u jedini¢nu matricu.

1 :
: 0
1 :
c —s
. ) p
S |
R(p,q;¢) = :
: 1
s c q
: 1
0
- 1 -
b q
gdje su
R(p,q) = R(p,¢;0) € R™™"
c = coso
s = sing
¢ € [0,2m),

104



a p i q su pivotni indeksi i smatramo da je p < q.
Matrica R(p, q; ¢) je ocito ortogonalna i vrijedi

R(p,q;0)"' = R(p,q;0)" = R(p,q; —9).

Pomnozimo i matricu A € R™" slijeva sa R(p,q;¢)", u A se promijeni
samo p-ti i ¢-ti redak, a sve ostalo ostaje isto. Zato umjesto velike matrice
mozemo gledati pripadnu ravninsku rotaciju

R=R(p,¢¢) = [C _S]

S C

i samo p-ti i ¢g-ti redak od A.
Neka su
[CLl Ao - Cln] 1 [bl b2 bn]

p-ti i ¢-ti redak od A i neka je A = RTA. Zapravo mijenjamo samo ovo:

c s ay Gy v Gy | _ | G Gy - Gy
—S C bl bg tee bn o bl b2 cee bn '
¢ ¢emo odabrati tako da se u A ponisti element na mjestu (¢, ), tj. tako da

je b, = 0. Imamo:

C(li—f—Sbi = a,

—Sai—l-Cbi = bi, izl,...,n

Iz uvjeta b, = 0, je
cb, = sa,,

[x)-[3]

Bududi da je R ortogonalna vrijedi
- H { b ]
2 br

— | Qy _llpT | @r
o I s Ldhd
a, = +/a2+ b2 > 0.

a, biramo tako da bude pozitivan:
Ako je a, = b, = 0 tada R = I. Napokon, dobivamo

2
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Napomena 2.4 Zbog tocnijeg racunanja u aritmetici konacne preciznosti, ¢
1 s se cesto racunaju kao

e [b,] > |a,|
a, sign(b, )
T=—, §=—/——=, = ST,
br \/1+T2
° b < arl

b, sign(a,)
T=—, ¢=—F———,
Ay V 1 + ’7_2

Givensove rotacije ponistavaju element po element matrice A. Za do-
bivanje QR faktorizacije potrebno je ponistiti sve elemente donjeg trokuta
matrice A, i to tako da se jednom ponisteni element (jednak nuli) vise ne
mijenja. Nacin na koji biramo kojim redom ¢emo ih ponistavati se zove
pivotna strategija.

Najcesca pivotna strategija je poniStavanje po stupcima:

S = CT.

* % % ok %
5 % %  x %
4 9 x x x
3 8 12 x % |’
2 7 11 14 «

| 1 6 10 13 15 |

i to tako da se na poziciji (7, j) element ponisti Givensovom rotacijom R; (i —
1,47). Na kraju, za A € R™*" m > n dobivamo da je

Ry(n,n+ 17 Ry(m —2,m—1)TR,(m —1,m)" -+ Ry(2,3)" - Ry(m — 2,m — 1)T"
‘Ry(m —1,m)" - Ry(1,2)" -+~ Ry(m — 2,m — 1)"Ry(m — 1,m)"A = R,

tj. A = @R, gdje se matrica () tada dobiva kao produkt odgovarajuc¢ih
Givensovih rotacija

Q= Ri(m—1,m)--- Ry (1,2)Ry(m—1,m)--- Ro(2,3)--- R,(m—1,m)--- Ry(n,n+1).

Algoritam 2.2 Za zadanu matricu A € R™*" algoritam izracunava QR
faktorizaciju pomocéu Givensouvih rotacija. Ortogonalna matrica Q) se dobiva

kao produkt Q = Riy(m—1,m)--- Ri(1,2)Ry(m—1,m)--- Ry(2,3) - -+ R,(m—

(iflvi) (iilri)
c; —S; .

J(i—l,i) (i]—u) a R je
5j €

L,m) - Ru(n,n+1), pri éemu je R;(i —1,i) =

gornjetrokutasta.
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for j=1,....n

begin
fori=mm-—1,...5+1
begin
if [a;;| > [ai-1,]
begin
7= %=Lli.
a;j
S(i—l,z) sign(aij) .
j Vier?
(i—l,l) _ (1_171) .
¢ =s; T;
end
else
begin
A
a;—1,5
C(i—l,i) _ sign(ai—1,5) .
i Vikr?
(i=19) _ (i=13)__.
S; = ¢ T;
end
_ 2 2.
@i-1,j =4/ Qi1 + aij;
aij =0;
fork=j5+1:n
begin
pom = Q;—1 k;
_ i=19) (i-1,) )
i—1k = Cj "1kt S5 * Qi
— (7;7177;) (iilri) .
Aify = =5 “pom +¢; Qi
end
end
end
R=A;

Primjer 2.2 Rjesavamo isti problem kao u primjeru 2.1. Dakle, trazimo
QR faktorizaciju matrice

1 2 -1
2 4 2

A=1_, 0 3|
6 —1 2

ali ovaj puta pomocu Givensovih rotacija. Ponistavanje elemenata pod dijag-
onalom izvrsavat cemo po redu, kako je opisano u algoritmu 2.2.
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Dakle, prvo Zelimo ponistiti element u matrici A na poziciji (4, 1), pomocu

elementa na poziciji (3,1). Zato trazimo Givensovu rotaciju Ry(3,4), oblika

) NI
Ri(3,4) = Gaoy @9
S1 G

takvu da Ry(3,4)T[az1 asq1)" =] 532% 017, gdje je ai(fi = /a3, +aj,, odnosno

S { —2 ] B { 6.32461
gdje je 6.3246 = /(—2)?2+ 62 = V40. Buduéi da je |as1| > lasa|, dalje

racunamo

S34) 031 —2
L Q4,1 6
1

1
=2 =-0.3333
3

B0

9487

=0
1+ (—0.3333)2
Y= 0.9487 - (—0.3333) = —0.3162

Konacni izgled Givensove rotacije u prvom koraku je

10 0 0
e _ [ 0 ] |01 0 0
1 0 RPY 0 0 —0.3162 —0.9487

0 0 09487 —0.3162

Kada sa Ri(3,4)T pomnoZzimo s desna matricu A, dobit éemo matricu A®),
kojoj ée 1. i 2. redak biti jednak istim recima w matrici A, a sva akcija se
dogada samo u 3. i 4. retku djelovanjem matrice Ry(3,4). Imamo

Ru(3.4)A(3 : 4,1) = { 6.3248 } |

- —0.9487
RGaAB: 12 = | 0 |

) 0.9487
Ri(3,4)A(3:4,3) = [ 34785 } !

odnosno

1.0000  2.0000 —1.0000
2.0000  4.0000  2.0000
6.3246 —0.9487  0.9487

0 03162 —3.4785

AP = R, (3,4)TA =
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U sljedeéem koraku Zelimo ponistiti element u matrici A® na poziciji
(3,1), pomocu elementa na poziciji (2,1). To radimo sa Givensovom rotaci-

jom Ry(2,3) oblika

10 0
Ri(2,3)= 1| 0 Ri(2,3) 0
0 0 1
takvom da je

_ T 2
Fa(2,3) [6.3246

Dobit éemo sljedece vrijednosti
7_1(2,3)
852’3)
652,3)

- 652,3) _ 552,3)
) Rl (27 3) - 5(273) 0(273) )
1 1

] _ [ V22 +O6.32462 } |

0.3162
0.9535
= 0.3015

Kada sa Ry(2,3)" pomnozimo s desna matricu A®, dobit éemo matricu A®),
kojoj ¢e 1. i 4. redak biti jednak istim recima w matrici A®) 4 sva akcija se
dogada samo u 2. i 3. retku djelovanjem matrice Ry(2,3). Imamo

Ri1(2,3)A®(2:3,1) = [

Ri1(2,3)A®(2:3,3) = {

odnosno

AB) = R (2,3)TA® =

Ri1(2,3)AP(2:3,2) = {

1.0000
6.6332

6.6332
0 )

0.3015
—4.0999 |’

1.5076
—1.6209 |’

2.0000
0.3015
0 —4.0999
0 0.3162

—1.0000

1.5076
—1.6209
—3.4785

Dalje, Zelimo ponistiti element u matrici A® na poziciji (2,1), pomocu

elementa na poziciji (1,1).

oblika

Ri(1,2) 0O
R1(1,2):{ 0 1,

To radimo sa Givensovom rotacijom Ri(1,2)

- cgm) —351’2)
} J R1<172) = (1,2) (1,2) )
¢

S1
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takvom da je

_ T 1] [ V12 +6.63322
Fu(1,2) {6.6332} B { 0 '

Dobit éemo sljedece vrijednosti

12— 0.1508
s = 0.9888
A= 0.1491
Kada sa Ri(1,2)" pomnozimo s desna matricu A®), dobit éemo matricu AW,

kojoj ce 3. i 4. redak biti jednak istim recima u matrici AB) a4 sva akcija se
dogada samo u 1. i 2. retku djelovanjem matrice Ry(1,2). Imamo

R 249 52,0 = | ST ]
ROV 22 = | Yot
R1,249(1:2,3) = | 1350 ],

odnosno

6.7082  0.5963  1.3416
0 —1.9327 1.2136
0 —4.0999 —1.6209
0 03162 —3.4785

AW =R (1,2)TA® =

Sada prelazimo u 2. stupac, u kojem Zelimo ponistiti element u matrici
AW na poziciji (4,2), pomoéu elementa na poziciji (3,2). To radimo sa
Givensovom rotacijom Ry(3,4) oblika

(3:4) (3:4)
R2(3,4) - |: 0 R2<3’4> :| ) R2(374) — [ 3(3’4) ng,y4) ] )
takvom da je
= —4.0999 \/(—4.0999)2 + 0.31622
T _
Fa(3,4) { 0.3162 ] B { 0 ] '
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Dobit éemo sljedece vrijednosti

3= _0.0771
S = 0.0769
s$Y = —0.9970

Kada sa Ry(3,4)" pomnozimo s desna matricu AW, dobit éemo matricu A®),
kojoj ée 1. i 2. redak biti jednak istim recima u matrici A® | a sva akcija
se dogada samo u 3. i 4. retku djelovanjem matrice Ry(3,4). Jos k tome,
Ry(3,4) ne mijenja niti odgovarajuci dio 1. stupca A® (3 : 4,1) jer je on
jednak nul-vektoru. Imamo

Ry(3,4)AM(3:4,2) = { 4.112(1) } |
R 1.3486

@) (g . B
Ry(3,4)AW(3:4,3) = { I } |

odnosno

6.7082  0.5963 1.3416
0 —1.9327 1.2136
0 41121 1.3486
0 0 3.5929

AB) = Ry(3,4)T AW =

Dalje, Zelimo ponistiti element u matrici A®) na poziciji (3,2), pomocu
elementa na poziciji (2,2). To radimo sa Givensovom rotacijom Rs(2,3)
oblika

1 B 0 0 - 23 (23)
Ry(2,3) =10 Ry(2,3) 0|, Ra2,3)=1| Tomy (o3 |-
0 0 1 52 €2
takvom da je
_ | —1.9327 ] [ \/(—1.9327)2 + 4.11212
Fa(2,3) { 41121 | 0 '

Dobit éemo sljedece vrijednosti

@3 = _0.4700
s = 0.9050
Y= —0.4254
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Kada sa Ry(2,3)" pomnozimo s desna matricu A®), dobit éemo matricu A®,
kojoj ée 1. i 4. redak biti jednak istim recima u matrici A® | a sva akcija
se dogada samo u 2. i 3. retku djelovanjem matrice Ry(2,3). Jos k tome,
Ry(2,3) ne mijenja niti odgovarajuci dio 1. stupca A®(2 : 3,1) jer je on
jednak nul-vektoru. Imamo

R340 3.2 - | 120 ]
R23A%E 33 = | 100 ],

odnosno

6.7082 0.5963  1.3416
0 4.5436  0.7043
0 0 —1.6719
0 0 3.5929

A® = Ry(2,3)7A®) =

I konacno u zadnjem koraku prelazimo uw 3. stupac, u kojem Zelimo
ponistiti element v matrici A©) na poziciji (4,3), pomocu elementa na poziciji
(3,3). To radimo sa Givensovom rotacijom Rs3(3,4) oblika

S3

I 0 _ cg3’4) —sg3’4)

takvom da je

Ry(3,4)7 { —3158;1)91) } _ { \/(—1.6719())2 + 3.5929? } ‘
Dobit cemo sljedece vrijednosti
3 = 04654
s$Y = 0.9066
A = —0.4219

Kada sa Rs(3,4)T pomnozimo s desna matricu A© | dobit éemo matricu A,
kojoj ée 1. i 2. redak biti jednak istim recima u matrici A, a sva akcija
se dogada samo u 3. i 4. retku djelovanjem matrice Rs(3,4). Jos k tome,
R3(3,4) ne mijenja niti odgovarajucée djelove 1. i 2. stupca A (3 :4,1:2)
jer su oni jednakt nul-vektorima. Imamo

0

Ro(2,3)A0)(2 : 3,2) — { 3.9628 } |
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odnosno, konacno dobivamo

6.7082 0.5963 1.3416
0 4.5436 0.7043
0 0 3.9628 |~
0 0 0

Rg =

Qc = Ri(3,4)R1(2,3)Ry(1,2) Ro(3,4) Ro(2, 3) R3(3,4) =
0.1491  0.4206 —0.3776 —0.8114
0.2981  0.8412  0.2542  0.3726
—0.2981  0.0391  0.8510 —0.4305
0.8944 —0.3375  0.2619 —0.1325

Ako sada usporedimo Ry 1 Qp, QR faktore dobivene pomocu House-
holderovih reflektora, sa Rg 1 Qq, QR faktorima dobivenih pomocu Givenso-
wh rotacija, tada moZemo primijetitt da nisu posve jednaki. Radi se samo
o razlicitim predznacima. Naime, Ry nema pozitivnu dijagonalu, dok Rg ju
ima. Ako definiramo

-1 0 00
0 —1 00
D= 0 0 -1 0|’
0 0 0 1
tada imamo
QuD = Q¢
DRy = Rg

2.2.3 Rjesavanje problema najmanjih kvadrata pomoc¢u QR fak-
torizacije

Postoje dvije razlicite situacije kod rjesavanja problema najmanjih kvadrata
||Az — bl|; — min.

e Matrica A je punog stupcanog ranga
Kao sto smo vidjeli u opisu problema u tome slucaju je rjeSenje prob-
lema jednako
= (ATA)"TATD.
Sada napisemo QR faktorizaciju matrice A

A=QR=Q Ry,

113



gdje je 1 ortonormalna matrica tipa m X n, a R; trokutasta tipa n xn
i uvrstimo u rjesenje. Dobivamo

v o= (ATA)TATD = (R{Q{Q,R)) ' R{ Q1D
= (RIR)'R{Q{b= R{"Ry"RQ1b = Ry'Q1D,

tj. x se dobiva primjenom “invertirane” skra¢ene QR faktorizacije od A
na b (po analogiji s rjeSavanjem linearnih sustava, samo $to A ne mora
imati inverz).

Preciznije, da bismo nasli x, rjeSavamo trokutasti linearni sustav

Ryx = Q0.

Na ovakav se nacin najc¢escée rjeSavaju problemi najmanjih kvadrata.

Nije tesko pokazati da je cijena racunanja 2nm? — 2m?®.

Matrica A nema puni stupcani rang

U ovom slu¢aju prvo trebamo odrediti rang matrice A i tada se ko-
risti QR faktorizacija sa stupéanim pivotiranjem (na prvo mjesto
dovodi se stupac ¢iji “radni dio” ima najveéu normu).

Ako matrica A ima rang r < n, onda njena QR faktorizacija ima oblik

Ri1 Ry r

AP=QR=Q| 0 0 n—r,
0 0 m—n (45)
r n—r

gdje je Ry regularna reda r, Ris neka r X (n — r) matrica, a matrica
P je n x n matrica permutcija. Kad se nakon pivotiranja u teku¢em
koraku, i poniStavanja ispoddijagonalnih elemenata u tekucem stupcu,
na dijagonali nade 0, tada znamo da je donji desni (n —r) x (n —r)
blok matrice R; jednak nulmatrici. Kod rjeSavanja problema najmanjih
kvadrata tada imamo

b= Azl = Q"0 — (Q"AP)(P 2)|3
= |l(c = Ruzz) — Ruyll; + [ldlf2.

gdje je
T . Yy T . Ty C T
Px_{z}n—r’ ZQb_[d} m—r "’
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Prema tome, ako trazimo x koji minimizira normu reziduala, tada on
mora zadovoljavati

PR { Ry} (c — Ry22) } '
z

Ako stavimo da je z = 0 tada dobivamo osnovno rjeSenje

-1
x:P[Rblcl,

koje samo ne mora imati minimalnu normu u skupu svih rjesenja, ali ga
je jednostavno izracunati i ima najvise r elemenata razlicitih od nule.

Do rjesenja problema najmanjih kvadrata sa minimalnom normom
mozemo, s druge strane, do¢i pomoc¢u potpune ortogonalne dekom-
pozicije. U jednakosti (45) mozemo izvesti jos jednu QR faktorizaciju,
i to na sljedeé¢i nacin. Trebamo izracunati n X n ortogonalnu matricu

Z takvu da je
7 R, _ Li; r
RY, 0 n—r
gdje je LT, r x r gornjetrokutasta matrica. Tada slijedi

L 0 T
T o o 11
QAS_L_{ 0 0 } m-—r’

r n—r

gdje je S = PZT. Primijetimo da je N(A) = R(S(1 : n,r + 1 : n)).

Kod rjesavanja problema najmanjih kvadrata tada imamo
[Az = bl3 = [(QTAS)S"z — Qbll2 = || Liyw — c[5 + ||d]3,
gdje je
STx:{lulj] nir QTb:{ccl] mr—r'

Jasno je, da ako x treba minimizirati normu reziduala, tada moramo
imati w = Li'c, a da bi z imao minimalnu normu tada mora biti
w = 0. Dakle u ovom slucaju rjesenje problema najmanjih kvadrata sa
minimalnom normom glasi

-1
x—S[LIOIC}.



Napomena 2.5 Zbog gresaka zaokruzZivanja, umgjesto pravog R, izracunamo

Rll R12
R/ - O R22
0 0

Naravno, Zeljeli bismo da je || Raz||2 vrlo mala, reda velicine €||Al|2, pa da je
mozZemo “zaboraviti”, tj. staviti Roy = 0 i tako odrediti rang od A. NaZalost,
to nije wvgek tako. Na primjer, bidijagonalna matrica

1
5 1

—_

1
2

je skoro singularna (det(A) = 27"), njena QR faktorizacija je Q@ =1, R = A,
1 nema niti jednog Rao koji bi bio po normi malen.

Zbog toga koristimo pivotiranje, koje Ry pokusava drZati sto bolje uvje-
tovanim, a Roy po normi sto manjim.

Zadatak 2.1 Zadane su tocke u ravnini
(1,3.5), (2,4.9), (3,6.8) (4,9.3), (5,10.9), (6,13.4), (7,15.1), (8,16.7),

(9,19) (10,21.2)

koje treba aproksimirati pravcem
f(z) = ap + ar,

koristect metodu najmangih kvadrata. Iz ovih podataka moZemo zakljuciti da
se radi o malo perturbiranim toékama sa pravea p(x) = 2z + 1.

Napomena 2.6 Zelimo minimizirati sljede¢i funkcional

n

S(ag,a1) = Z(yk — ag — ayry)? — min,
k=0

pri cemu je ¢1(x) = 1, a ¢po(x) = x. Da bismo kreirali matricu A = [a;],
trebamo naci njene elemente. Prema opisu problema sa pocetka poglavlja
(41), za njih vrijedi

agy = 1, a2 = T,
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dakle

3.5
4.9
6.8
9.3
10.9
13.4
15.1
16.7
19
21.2 |

el el el e e
© 00 O O i W N~

—_
e}

Prvo racunamo QR faktorizaciju matrice A, recimo pomocu Householderovih
refiektora. Dobit cemo

[ —0.3162 —0.4954
—0.3162 —0.3853
—0.3162 —0.2752
—0.3162 —0.1651
R _ | 31623 —17.3925 0, = —0.3162 —0.0550
! 0 9.0830 |7 <! —0.3162  0.0550 |’
—0.3162  0.1651
—0.3162  0.2752
—0.3162  0.3853
| —0.3162  0.4954

a rjesenge problema najymangih kvadrata je dano sa
la | _ o147, | 1.1667
v [al } =R = [ 1.9842 |
odnosno, ovime smo izracunali traZene koeficijente pravca

ap = 1.1667 a; = 1.9842.

Dakle aproksimativni pravac je p(x) = 1.1667 4+ 1.9842x, i prikazan je na
slici 21.
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25

T
— y=2*x+1
O tocke
—— aproksimativni pravac

0 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Slika 21: Aproksimativni pravac za tocke iz zadatka 2.1, dobiven kao rezultat
problema najmanjih kvadrata, rijeSenih pomoéu QR faktorizacije.

2.3 Dekompozicija singularnih vrijednosti (SVD)

MnozZenjem unitarnim matricama mozemo proizvoljnu pravokutnu matricu
svesti na dijagonalni oblik.

Teorem 2.2 (Dekompozicija singularnih vrijednosti (SVD)) Neka je
A € C™" matrica ranga r. Tada postoje unitarne matrice U € C™ ™ 4
V e C"™" takve da je

o [Zp0]
vav= %0

T n—r

gdj€j€ Z+ = diag(ala"'?ar)7 uz 01 > 02 > 2 Or > 0.
(Tada je A =UXV*.)

Definicija 2.1 Pozitivni skalari oy, ..., 0, zovu se singularne vrijednosti,
a stupci matrica U 1V zovu se lijevi i desni singularni vektori matrice

A.
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Napomena 2.7 Ako izvrsimo particiju matrica
U=1[Uw U] V=[W V]
onda 1z Teorema 2.2 slijeds
Xy 0] | U
5 [t

odnosno

Dakle, dekompoziciju singularnih vrijednosti mozZemo napisati u skracenom
obliku
A=U 2, V],

pri cemu su Uy € C™*7 ¢V € C™" ortonormalne matrice.

Napomena 2.8 Za matricu A € C"™*" ranga r < min(m,n), matrice A*A €
Crxm 4 AA* € C™*™ su simetricne i pozitivno semidefinitne. Vrijedi:

V*A*AV = diag(o3,...,02,0,...,0), o1 >0y>-->0,>0

T

tj, kvadrati singularnih vrijednosti matrice A su svojstvene vrijednosti
matrice A*A, samo Sto se medu njima nalazi n—r nula, a stupci matrice
V' su njeni svojstveni vektor:.

U*AA*U = diag(c?,...,02,0,...,0), o1 >09>--->0,.>0

tj, kvadrati singularnih vrijednosti matrice A su svojstvene vrijednosti
matrice AA*, samo $to se medu njima nalazi m — r nula, a stupci
matrice U su njent svojstveni vektorsi.

SVD ima sljedece korisno svojstvo.

e Neka je SVD matrice A € C™*" dana kao u Teoremu 2.2. Ako je

k <r=rang(A) i
k
A = Z oAU
i=1

tada

min_ |[[A = By = |4 = Axll2 = ok,
rang(B)=k
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2.3.1 Rjesavanje problema najmanjih kvadrata pomoéu SVD dekom-
pozicije
I u ovom slucaju postoje dvije razlicite situacije kod rjeSavanja problema
najmanjih kvadrata ||Az — b||s — min.
e Ako A ima puni rang, onda je rjeSenje problema najmanjih kvadrata

min ||Az — b2
x

jednako
z =W 'Ub,

tj. dobiva se primjenom “invertiranog” skra¢enog SVD-a od A na b, pri
cemu je Vi = V.
To lako mozemo provjeriti na sljede¢i nacin. Prvo primijetimo da vri-
jedi

[Az — b3 = U4V — b5,
Buduéi da je A punog ranga, to je i 3. Zbog unitarne ekvivalencije
2-norme, vrijedi

2

UT
Ve -0l = 07OVl = || O | @ Te-n

2
2

= 24V 2 = U bl + 1U7 013
2

I By vTz — UL
- ~UTb

Prethodni izraz se minimizira ako je prvi ¢lan jednak 0, tj. ako je
=V U b
Usput dobivamo i vrijednost minimuma min ||Az — b||s = ||U3 b]|s.
€T
e SVD se primjenjuje u metodi najmanjih kvadrata i kad matrica A nema
puni stupcani rang. RjeSenja su istog oblika (sjetite se, vise ih je),
samo Sto moramo znati izracunati “inverz” matrice > kad ona nije

punog ranga, tj. kad ima neke nule na dijagonali. Takav inverz zove se
generalizirani inverz i oznacava sa X+ ili 2.

U slucaju da je

X 0
== 0]
pri cemu je Y, regularna, onda je
' o
T +
> { - 0 }
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Neka matrica A ima rang r < n. Rjesenje z koje minimizira ||Az — b||2
moze se karakterizirati na sljede¢i nacin. Neka je A = UXVT SVD od
A i neka je

5,

A=UxVT = [U,,U,,Us] | O Vi, Wolm = U Z, VY,
0

o O O

gdje je X, nesingularna, reda r, matrice U; i Vi imaju r stupaca, ma-
trice Us i V5 imaju n — r stupaca, a matrica Us ima m — n stupaca.
Neka je

0= Omin(X4),

najmanja ne-nula singularna vrijednost od A. Tada se sva rjeSenja
problema najmanjih kvadrata mogu napisati u formi

z=VS UV b+ Vyz,

gdje je z proizvoljni vektor. Rjesenje x koje ima minimalnu 2-normu je
ono za koje je z = 0, tj.

=V, UV,

i vrijedi ocjena
o, < e,

Gornje tvrdnje ¢emo sada provjeriti. Koristenjem unitarne invarijant-
nosti 2-norme, dobivamo

2

UT
Az b2 = U 4B = || UF | @2,z )
ur )
S Ve — Ul |
_ Loz — |,V — UTHE + |UTE + [UTHR

T
_3b )

Ocito, izraz je minimiziran kad je prva od tri norme u posljednjem redu
jednaka 0, tj. ako je

Z+V1T$ =U/'b,
ili

r=V5'U{ .

121



Stupci matrica V; i V, su medusobno ortogonalni, pa je V' V,z = 0 za
sve vektore z. Odavde vidimo da x ostaje rjeSenje problema najmanjih
kvadrata i kad mu dodamo V5z, za bilo koji z, tj. ako je

r=VS'UTb + V2.

To su ujedno i sva rjesenja, jer stupci matrice V5 razapinju nul-potprostor
N(A). Osim toga, zbog spomenute ortogonalnosti vrijedi i

(12 = ViSO b3 + (V23
a to je minimalno za z = 0. Na kraju, za to minimalno rjesenje vrijedi
ocjena

Ul'b b
|z]l2 = [V,E 0D, = |27 0T, < I L 2 _ [15ll2

o
Primjerom se lako pokazuje da je ova ocjena dostizna.

Zadatak 2.2 Rjesavamo isti problem kao u zadatku 2.1, samo Sto cemo
problem najmangih kvadrata ovaj puta rjesavati pomocu SVD dekompozicije.

Napomena 2.9 Podsjetimo se, matrica ¢ desna strana problema su oblika

[ 3.5 ]
4.9
6.8
9.3
10.9
13.4
15.1
16.7
19
21.2 |

—_
© 00 O Tl Wi~

UGy G G VG VG VG VA G G W

—_
e}

Sada racunamo SVD dekompoziciju matrice A. Dobit ¢emo

[ 0.0571 —0.5850
0.1070 —0.4869
0.1570 —0.3887
0.2069 —0.2906
U, — 0.2569 —0.1925 5 19.8217 0} v {0.1422 —0.9898
0.3068 —0.0944 |’ —F 0 1.4491 |’ 0.9898  0.1422 |’
0.3567  0.0037
0.4067  0.1019
0.4566  0.2000

| 0.5065  0.2981
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a rjesenje problema najmangih kvadrata je dano sa

Tac] ety [ 11667
x_[all_‘/&mb—[l.gs@ ’

odnosno, ovime smo izracunali traZene koeficijente pravca
ag = 1.1667 a; = 1.9842.

Dakle aproksimativni pravac je p(z) = 1.1667+41.9842x, i on jednak je onome
12 zadatka 2.1.

2.3.2 Generalizirani inverz

Ako zelimo prosiriti pojam inverza (X) i na matrice koje nisu regularne ili ¢ak
nisu kvadratne, onda zahtijevamo da on mora zadovoljavati malo oslabljene
uvjete nego standardni inverz:

AX =XA=1

Najpoznatiji generalizirani inverz je tzv. Moore—Penroseov inverz, koji je
odreden sa sljedeca cetiri uvjeta.
Moore—Penroseovi uvjeti:

1. AXA=A
2. XAX = X
3. (AX)* = AX
4. (XA = XA

Za generalizirani inverz vrijede sljedec¢a svojstva

e Neka je A € C™*". Tada postoji jedinstvena matrica X € C"*™, koja
zadovoljava Penroseove uvjete. Ta matrica ima oblik

DV

T
a=v| %

}U*, priéemujeA:U[Eé)+ 8}1/*

singularna dekompozicija matrice A.
e Za proizvoljnu matricu A € C™*" vrijedi:

1. (A =24
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AR el

(4)" = {47
(41)' = ()"
rang(A) = rang(A") = rang(AAT) = rang(ATA)

Ako matrica A € C"™*™ ima rang n, tada je
Al = (A*A)TTA* i ATA=1,.
Ako matrica A € C™*" ima rang m, tada je
Al = A (AAD™ 1 AAT =1,
Ako je A = FG irang(A) = rang(F) = rang(G), tada je
Al = GTF.
Ako su U i V unitarne matrice, tada je

(UAV)T = V*ATU*.
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3 Problem svojstvenih vrijednosti

3.1 Opis problema

[ ovaj puta ¢emo zapoceti promatranje danog problema primjerima iz prakse.
Rjesavanje problema svojstvenih vrijednosti pojavljuje se kao posljedica rjesavanja
raznih problema u ekonomiji, fizici ...

Primjer 3.1 Pretpostavimo da korporacije mogu biti u jednoj od n mogucih
kreditnih kategorija (“credit rating”), i da one mogu preéi iz jedne kategorije
u bilo koju drugu u diskretnim jedinicam vremena, recimo svake godine. Neka
je a;; vjerojatnost da korporacija prijede u kategoriju i sljedece godine, ako
se trenutno nalazi v kategoriji j. Pretpostavimo da je ovaj sustav zapravo
Markovljev lanac, tj. da vjerojatnosti prelaska ovise samo o trenutnoj
kategoriji, a ne o proslim kategorijama. To je samo aproksimacija realnih
sustava.
Svogstva matrice A = [a;j]:

o 0 <ay <1, jer se radi o vjerojatnostima.

e > .a;; =1, za svako j, buduci da sustav uvijek mora preci u neku novu
kategoriju.

e Kvadratna matrica A = [a;j] ima nenegativne elemente, i suma eleme-
nata svakog stupca je 1.

Pretpostavimo da tmamo velik skup korporacija, ¢ neka u; predstavija udio
u tom skupu onih korporacija, koje su u kategoriji j u pocetnom trenutku, uz
svojstva 0 < uj; <114 Zj uj = 1. Ako je skup dovoljno velik, i ako se prelazak
12 kategorije u kategoriju svake korporacije odvija neovisno o drugima, tada
se udio korporacija u skupu svih korporacija koje ée se nakon jedne godine
nalaziti u kategoriji i, oznacen sa v;, dobiva kao

v; = g a;ju;, i v = Au.
J

Primigetimo da
SUED ) U 3] 0 37 IS PR
( i J ( J
Opéenito, ako sa u™ oznacimo vektor gustoée nakon k koraka, tada

u® = Ay = Ak,
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Prema tome dugorocno ponasanje gustoce ovisi o svojstvima visokih potencija
matrice A.

Prema gorngim pretpostavkama, moguce je procijeniti vjerojatnosti prelaska
na osnovu povijesnih podataka. U tablici 1 nalaze se vjerojatnosti prelaska
1zrazeni u postocima, za jednu godinu, objavljeni u Credit Metrics za 2001.
godina.

Konacna Pocetna kategorija
kategorija | AAA  AA A BBB BB B cCC D
AAA 90.81 0.70 0.09 0.02 0.03 0 022 0
AA 833 90.65 227 033 0.14 0.11 0 0
A 0.68 7.79 91.05 595 067 024 022 0
BBB 0.06 064 552 8693 773 043 130 O
BB 0.12 006 074 530 8053 648 238 0
B 0 0.14 026 1.17 884 8346 11.24 0
CCC 0 0.02 001 0.12 1.00 4.07 6486 0
D 0 0 0.06 0.18 1.06 5.20 19.79 100

Tablica 1: Tablica vjerojatnost prelaska izrazena u %

Sada se postavlja pitanje Sto se dogada kad k — oo? Da li se sustav
smiruje u ravnoteznom stanju? Ako postoji ravnoteino stanje u(®) = g, tada
mora vrijediti

A = a,
tako da se ono ne mijenja u nadolazeéim godinama. Dakle, © mora biti
svojstveni vektor matrice A koji pripada svojstvenoj vrijednosti jednakoj 1.
Ako pogledamo tablicu, takoder je jasno da je jedan takav svojstveni vektor
jednak [0,...,0,1]%, tj. ako su svi u kategoriji D tada svi i ostaju u toj
kategorigi. To nuZno ne mora znaciti, da svi teZe ka kategoriji D. To cemo
sada provjeriti.

Pretpostavimo da A ima n linearno nezavisnih svojstventh vektora vy, . .., v,
i n svojstventh vrijednosti Ay, ..., Ay, @ pretpostavimo da je vy svojstveni vek-
tor koji pripada svojstvenoj vrijednosti \y = 1. Tada u'® mozemo raspisati
po komponentama u smjerovima vy, ..., v, kao

k) — Vik)vl T+t V,(Lk)vn.

u
Tada imamo

u D = Au® = 8 Avy 4 0B Av, = Mooy + - AP,
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Prema tome dobiva se da je V](-]H—l) = /\jV](-k), odnosno
(k) _ K (0)
v =N

Komponenta vektora u smjeru j-tog svojstvenog vektora ili raste ili trne ek-
sponencijalno kad k — oo, ovisno o tome da [ je odgovarajuca svojstvena
vrigednost veca ili manja od 1 po apsolutnoj vrijednosts.

Jasno je da niti jedna svojstvena vrijednost od A ne moZze biti veca od 1
po apsolutnoj vrijednosti, jer da to nije tako, apsolutna vrijednost od u® bi
rasla eksponencijalno, sto je u suprotnosti sa ¢injenicom da je suma svih kom-
ponenti od u'®) jednaka 1. Mi znamo da postoji najmanje jedna svojstvena
vrigednost jednaka 1. Prema tome, ako su sve ostale svojstvene vrijednosti
po apsolutnoj vrijednosti manje od 1, tada ce njihove komponente utrnuti, i
dugoroéno gledano katergorija kojoj ée suvi teZiti je kategorija D.

Provjerim to sad u Octave-i. Matricu A dobit éemo iz tablice 1 tako da
svaki njen element podijelimo sa 100. Dakle itmamo

[ 0.9081 0.0070 0.0009 0.0002 0.0003 0 0.0022 0
0.0833 0.9065 0.0227 0.0033 0.0014 0.0011 0 0
0.0068 0.0779 0.9105 0.0595 0.0067 0.0024 0.0022 0
0.0006 0.0064 0.0552 0.8693 0.0773 0.0043 0.0130 0
0.0012 0.0006 0.0074 0.0530 0.8053 0.0648 0.0238 0
0 0.0014 0.0026 0.0117 0.0884 0.8346 0.1124 0
0 0.0002 0.0001 0.0012 0.0100 0.0407 0.6486 0
0 0 0.0006 0.0018 0.0106 0.0520 0.1979 1.0000 |

njene svojstvene vrijednosti su dane sa
o(A) ={0.6260 0.7318 0.8259 0.8725 0.9058 0.9326 0.9882 1.0000 }

dok su odgovarajuci svojstveni vektori dani sa

[ —0.0064 ] [ 0.0007 7 [ -000587 [ 0.0908 ]
0.0034 —0.0124 0.1476 —0.4831
0.0079 0.1325 —0.5818 0.3625
~0.0616 —0.4423 0.6458 0.4326
0.0785 |’ | 07400 |’ | 00775 |’ | —0.1563 |’
—0.4626 —0.4429 —0.4072 —0.5181
0.8028 ~0.1339 —0.0849 —0.0991

| 03625 | | 01581 | | 02087 | | 03703 |
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01328 7 [ —0.0860 7 [ —0.0148 0
—0.0192 ~0.3309 ~0.1126 0
—0.5315 —0.1568 —0.3049 0
—0.0108 0.3224 —0.2308 0
0.3284 |~ 0.3661 |° | —0.1190 | 0
0.5408 0.4495 —0.1047 0
0.0981 0.0784 —0.0170 0
| —0.5381 | | —0.6421 | | 09030 | | 1.0000 |

Ako za u9 uzmemo da je jednak prvom jediniénom vektoru ey, odnosno
dajeu® =[10 --- 0|7, tada su vektori gustoée za korake k = 0,50, 100, 200
prikazani graficki na slikama 22, 23, 24 1 25.

Step 0

>0Q
w®

© ©
BBB BB
State

AAA AA

Slika 22: Graficki prikaz vektora gustoce u(©).

Vidimo da je, prema ocekivanom 1 najveca svojstvena vrijednost. Prva
sljedeca svojstvena vrijednost je oko 0.9882, sto je vrlo blizu 1, v koja ukazuje
da ¢e konvergencija prema ravnoteZnom stanju biti vrlo spora. Njen svo-
jstveni vektor, osim zadnje komponente, ima najvece komponente u 3. 1 4.
koordinati. Zbog toga 3. i 4. koordinate od u*) najsporije padaju.
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Step 50

0.9

0.7

0.6

Density

04

0.3

0.1

0 1 1 1 1 1

AAA AA A BBB BB B CCC

State

Slika 23: Graficki prikaz vektora gustoce u®%
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Step 100

0.9

0.7

0.6

Density

04

0.3

0.1

AAA AA A BBB BB B CCC
State

Slika 24: Graficki prikaz vektora gustode 1109,
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Step 200

0.9

0.7

0.6

Density

04

0.3

0.1

0 o :

AAA AA A BBB BB B CCC
State

Slika 25: Graficki prikaz vektora gustode 1209,

131



Primjer 3.2 Promatramo fizikalni sistem koji se sastoji od tijela razlicitih
masa, povezanih elasticnim oprugama, kao sto je prikazano na slici 26. Prob-
lem je pronaci slobodne oscilacije ovog sistema. U ovom konkretnom prim-

k1

k’7 k?

k5 kG mo

ka

Slika 26: Sistem masa povezanih elasti¢nim oprugama.

jeru imamo cetiri tijela masa m; © = 1,2,3,4, 1 osam opruga krutosti k;
l=1,...,8. Dalje definirat éemo sljedece matrice:
my 0 0 O
0 my 0 O
M =
0 0 mg 0 [’



/{31 + ]{32 + kﬁ —k’Q —/{56 0

W R Sy Ay — ks g
— g —ks kst hatho+kr  —ky !
0 ks —ky ka + ks + ks

pri cemu je u matrict K prikazana interakcija medu masama. i-ti redak
odgovara i-toj masi, a njegov j-ti stupac odgovara odnosu i-te mase sa j-tom.
Na svakom dijagonalnom elementu na poziciji (i,1) nalazi se zbroj krutosti
svih opruga vezanih za i-tu masu. Na (i, j)-toj poziciji nalazi se —k; ukoliko
[-ta opruga povezuje i-tu i j-tu masu, it 0 ako te dvije mase nisu povezane
oprugom. Na kraju definirat éemo vektor

x1
T2

xr = ,
T3

T4

kod kojeg x; predstavlja vertikalni poloZaj i-te mase. Iz fizikalnih zakona,
poloZaj masa moZe se opisati sistemom diferencijalnih jednadzbi

i=-M"'Kux.
Ako pretpostavimo da je rjeSenje oblika
T = xoe'”,

Sto je standardni postupak kod rjesavanja sistema diferencijalnih jednadzbi,
tada za drugu vremensku derivaciju imamo

i = —¢*ree’” = —M ' Kxge' .

Sredivanjem dobivamo

M~ Kxy = ¢*zo,
sto se svodi na rjesavanje problema traZenja svojstvenih vrijednosti v svo-
gstvenih vektora matrice M—YK. U ovom sluc¢aju svojstvena vrijednost je
oblika ¢*. Nadalje, mozemo wociti da je matrica K simetricna, ali produkt
M=K gubi to svojstvo. Matrica M je dijagonalna sa pozitivnom dijago-

1 1

nalom, zato je dobro definirana matrica Mz = diag(mi,...,m}). MnoZenjem
produkta M 'K matricom M2 slijeva 1 matricom M2 zdesna, dobit cemo
matricu koja je slicna matrici M—1K, i oblika

A=M2(M'K)YM 2 =M 2KM 2,

sto pokazuje da je ta matrica © simetricna, i imat ce iste svojstvene vrijednosti
kao i polazna matrica.
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Rjesavanju problema svojstvenih vrijednosti simetri¢nih matrica posvetit
¢emo dosta paznje, zato je vazno pokazati da se taj problem cesto pojavljuje
i u praksi.

3.2 Spektralna dekompozicija

Definicija 3.1 Neka je A € C**". Skalar A € C zove se svojstvena vri-
jednost matrice A, ako postoji vektor x € C", x # 0 takav da je

Az = .

Takav vektor x zove se svojstveni vektor od A, koji pripada svojstvenoj
vrigednosti \.

Napomena 3.1 Ukoliko za matricu A = [ay ... a,] moZemo napisati da je
A= SDS™, za neku reqularnu matricu S = [s1 ... s,], i D = diag(dy, ..., d,)
dijagonalnu matricu tada vrijedi:

AS=DS = Asi:disiizl,...,n.

Dakle, u tom slucaju dijagonalni elementi matrice D predstaviljaju svojstvene
vrigednosti matrice A, a stupci matrice S predstavljaju svojstvene vektore
matrice A. Za rastav A = SDS™! kaZemo da je spektralna dekompozicija
matrice A.

Definicija 3.2 Matrica A € C™*" je
e normalna ako je A*A = AA*,

e hermitska ako je A* = A.

Sljededi rezultati nam govore o spektralnim dekompozicijama specijalnih ma-
trica.

e Ako je A € C™" normalna matrica, onda postoji unitarna matrica
U € C"" i dijagonalna matrica A = diag(Aq, ..., \,), takve da je

A=UANU".

e Ako je A € C™" hermitska matrica, onda postoji unitarna matrica
U € C™™ i dijagonalna matrica A = diag(Aq,...,A,), pri ¢emu su
N €ERzai=1,...,n, takve da je

A=UAU".

Napomena 3.2 Analogni rezultati vrijede i za simetriéne matrice, samo Sto
je tada matrica U ortogonalna.
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3.3 Spektralna dekompozicija simetri¢nih matrica

Ovdje ¢emo navesti neka osnovna svojstva spektralne dekompozicije simetriénih
matrica.

e (Courant—Fischerov minimax teorem) Ako je A € R™*" simetri¢na
matrica, i ako njene svojstvene vrijednosti poredamo u nerastu¢em

poretku
AM(A) > XA(A) = -+ 2 X1 (A) 2 N(A),

tada vrijedi

TA
M(A) = max min v
dim(S)=k 0#£yeS yly

za k=1,...,n. Specijalno je

T
y Ay
Amaz(A) = A (A) = Oggﬁén yTy

T
.y Ay
Amin(A) = M (A) = onin, Ty

e (Weylove nejednakosti) Ako su A i A+ E simetricne n X n matrice,
tada uz iste oznake kao u prethodnom teoremu

M(A) + A (E) S (A4 E) < M(A)+ M(E), k=1,...,n.
Odavde mozemo zakljuciti da je

max (A + E) = A(A)] < [l

e (Wielandt—Hoffmanov teorem) Ako su A i A+ E simetri¢ne n x n

matrice, tada
n

D A+ E) = NP < B3

=1

e (Cauchyev teorem ispreplitanja) Ako sa A, ozna¢imo vodeéu r x r
glavnu podmatricu n x n simetricne matrice A, tadazar=1,...,n—1
vrijede sljedec¢a svojstva ispreplitanja:

)‘j+1<AT+1) < )‘J(AT) < )‘j(Ar+1)7 Jj=1...r

)\j+n—r(A) S )‘](Ar) < /\](A), j = 1, e, T
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3.4 Metode numerickog racunanja spektra

Ako je A € R™" simetri¢na matrica, onda trazimo niz ortogonalnih matrica

Uy, Us,. .. takvih da

ul - UfUr AU, - - Uy — A = diag(M\y, ..., M), kad B — oo.

Uoc¢imo da se u ovakvim transformacijama ¢uva simetri¢nost matrice.

3.4.1 Jacobijeva metoda

Ideja koja stoji iza Jacobijeve metode je sistematsko smanjivanje velicine

koju jos nazivamo normom vandijagonalnih elemenata.

Najprikladniji izbor za matrice U; su Jacobijeve rotacije R; = R;(pi, qi; ¢:)-

Definirajmo niz simetri¢nih matrica A® € R™*", takav da je,
AO =4 AD = RTAU-VR,
Za svaki i, biraju se
e pivotni indeksi p; i ¢;, ovisno o pivotnoj strategiji,
e kut ¢;, takav da ponisti elemente sa indeksima p; i ¢;, t]

¥ =ql) =,

Pi,qi qisPi

Kada se raspise djelovanje Jacobijevih rotacija u ¢-tom koraku, onda se
vidi da se mijenjaju samo p;-ti i ¢;-ti stupac i redak. Odnosno

1

&

Si

C;

1

* ¥ K X X X

* X X X X *

* K X X X X

* K K X X X

* X X X X X

* ¥ ¥ X X X

1

C;

Si

C;

* @ X @ X %

*¥ @ % @ X X

e O o o o o

*¥ @ % @ X ¥

e 6 6 O o o

* @ X @ X X

pri cemu su sa * oznacene stare vrijednosti, a sa e nove.
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Ako promatramo samo pivotne indekse, tada imamo

e 1 gD DT . s CI0

i i Qpipi Apiyg i i | _ | %ipi Apisg (46)

v v Api,q; QAgiygs v Apirq; Agiygs
wz wiet at’y, = a\,, = 0. Bududi da se radi o ortogonalnim transformaci-
jama Frobeniusova norma je sac¢uvana, odnosno ||A®W||r = ||[A%V|z. Zato
Imamo

[a(i) ]2+[a(i) ]2: [a(i—l)]2_|_[a(i—l)]2+2[a(i—l)]2>

Pi;Pi 9i59i Pi;pi 9iqi Piyqi

SAD? = AV = 3 [ =
j=1
i— i—1 i— i— i i
= AR = D las 1 + () + G0 = [0 = o) =
j=1
= S(AWD)? —2[ali- V]2,

Smanjivanjem norme vandijagonalnih elemenata niz A® se svakim Jacobije-
vim korakom priblizava dijagonalnoj matrici.

Odredivanje parametara Jacobijeve metode

1. Ako zelimo dijagonalizirati matricu u jednakosti (46), tada imamo

0=a% =al" V(-5 + (al ) —al"V)es;. (47)

I 22 Diyqi \t i Di\Pi qi,qi

Ako je veé a}(f;;;) = 0, tada stavljamo ¢; =11 s; = 0, odnosno R; = I.

Inace podijelimo jednakost (47) sa —c?ag:}i), pri ¢emu dobivamo

t?+27’iti— 1= 0,

gdje su
i—1 i—1
. at(li#h) _ Cll/l(h'api), t, = ﬂ = tg ¢Z
2a5, )
Dakle, dobili smo kvadratnu jednadzbu ¢ije rjeSenje je tanges kuta kojeg
trazimo.

Rjesenja jednadzbe (47) dana su sa
ti:—Ti:l: Tl-Q—f-]_.
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Zbog stabilnosti rac¢una uzimamo rjesenje koje je manje po apsolutnoj
vrijednosti, i ono je jednako

. sign(7;)
b= signtr) (Il = /77 1) = ,
‘Ti‘ + V 7_7,'2 +1
a ¢; 1 8; mozemo izracunati iz formula
1

VI+t
Odabirom manjeg rjesenja t; osigurali smo da |¢;| < /4, i minimizirali
smo razliku ||A® — AGD |5,

C;, = S; = thl

. Kod izracunavanja elementa aj(fi),pi, iz (46) slijedi
G = L) = 20isiay o) + siag ). (48)

Iz (47) mozemo izluéiti izraz

22
Qi — =1 4 G — 5 q=D

Qi T PiDi ;S Dirqi 0
i uvrstiti ga u (48), ¢ime dobivamo
@ _— ,0=1) _ 4 (i-1)
Apip; = Api p; t’api,th )
Sli¢no postupamo i kod rac¢unanja elementa a((zi),qi. Iz (46) slijedi
(1) _ .2,.(-1) e (i—1) 2 (i—1)
Qgirq; = Sipyp; + 2615’(11?1'7111‘ +G Agiq; (49)
Iz (47) mozemo izluciti izraz
22
Q=D — (-1 _ G — S 4D
DisPi 9iys ;S DirGi

i uvrstiti ga u (49), ¢ime dobivamo

U = Vg, +Hi0h )

. Jedino &to se jos mijenja u matrici A® su elementi u pivotnim recima
i stupcima. Izracunavanje ostalih elemenata u p;-tom i ¢;-tom stupcu
glasi

@ _ (=1 _ (i-1) @ _ . @G- _(i-1)
g p; = Cilgp, Sl g gy = Silpp, + Cilp g, >

zak=1,...,n, k # p;, k # ¢, a ostalih elemenata u p;-tom i ¢;-tom
retku

@ _ . @=-1) _ (i-1) @ _ . @G- _(i-1)
pik — Cilpk Silg, k Qg ke = Silp, k + Cilg, &

zak=1,....n, k#p, k#q.

a
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4. Preostalo je jos objasniti izbor pivotnih indeksa p; i ¢; u svakom ko-
raku algoritma, tj. odabir pivotne strategije. Postoje razne pivotne
strategije, od kojih ¢emo mi spomenuti samo dvije:

e Klasicna Jacobijeva metoda u kojoj se p; i ¢; biraju tako da
je |ali D | maksimalan, tj.

(i-1)| — '
1 —M:lrf}f};lf#k!ajk :

e Jacobijeva metoda sa ciklickom strategijom po recima u
kojoj se ciklusi se sastoje od:

(piyqi) = (1,2),(1,3),...,(1,n),(2,3),(2,4),...,(2,n),...
oy (n=2n—=1),(n—2,n),(n—1,n),

odnosno u jednom ciklusu se poniStavaju vandijagonalni elementi
u sljede¢em poretku:

*x 1 2 3 4 5
1 x 6 7 8 9
2 6 x 10 11 12
3 7 10 * 13 147
4 8 11 13 =« 15
5 9 12 14 15 =«

5. Na kraju treba odrediti i uvijet zaustavljanja iteracija. Iteracije se

zaustavljaju kada ‘
S(A(l)) < tol||Al|F,

za neku velicinu tolerancije tol > 0, tol = O(u).

Sada sve ovo kona¢no mozemo sklopiti u algoritam, kojeg ¢emo napisati
za obje pivotne strategije.
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Algoritam 3.1 (Klasi¢na Jacobijeva metoda) Za danu simetriénu ma-
tricu A € R™™ 4 toleranciju tol > 0, algoritam matricu A transformira u
matricu UT AU, gdje je U ortogonalna i S(UT AU) < tol|| Al|r.
while S(A) > tol||A||r
begin
Odaberite indekse p i q sa 1l < p < qg<n, tako da je

|ap.q| = max|ay;];

if ap, #0
begin
Qgq — @
P
20,4

sign(T)

B 7| +V1+72
1
V12

s =tc;
end
else
begin
c=1;
s=20;
end

app = Qpp; apq = Gpq; AGq = Qqq;
app = app —t - apq;
aqq = aqq +1 - apq;
for k=1,...,n
begin
POM = Qpp;
Ay = C* POM — S+ Ajg;
kg = S - pom + C - Qyq;
Apk = Qgp; Qg = Akgq;
end
apg = 0; agp = 0;
Qpp = APP; Qqq = a4q;
end
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Algoritam 3.2 (Jacobijeva metoda sa ciklickom strategijom po recimaa)
Za danu simetricnu matricu A € R™™ i toleranciju tol > 0, algoritam ma-
tricu A transformira u matricu UT AU, gdje je U ortogonalna i S(UTAU) <
tol|| Al| r.
while S(A) > tol||A||r
begin
forp=1,... n—1
begin
forg=p+1,...,n
begin
if a,, # 0
begin
(gq — Qpp
2ap,
_osign(T)
I VieT

/it e

s =tc;
end
else
begin
c=1;
s=20;
end
app = Qpp; apq = Qpq; Aqq = Qqq;
app = app —t - apq;
aqq = aqq +1 - apq;
for k=1,...,n
begin
pom = Qpy;
Ay = C* POM — S+ Ag;
Qg = S+ POM + C * Qpq;

T =

Apk = Qkp; Agk = Qkgq;
end
pg = 0; agp = 0;
App = app; Qqq = A49;
end
end
end
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Glavno svojstvo Jacobijeve metode daje sljededi rezultat.

o Za A € R AT = A Jacobijeva metoda je globalno konvergentna,

t]. 4
lim S(AY) =0,
i .
lim A® = A,
1— 00
pri cemu je A = diag(Ay,...,\n), a A;, @ = 1,...,n su svojstvene

vrijednosti od A. Matrica U € R™*", U = R1Ry--- je unitarna, i njeni
stupci su svojstveni vektori matrice A.

Zadatak 3.1 Testiraymo obje Jacobijeve metode na primjeru Risove ma-
trice. Risova matrica A = [a;;] € R™" je simetricna, i definira se kao

1
20n—i—j+15)

a;j = ,7=1,...,n.

Poznato je da svojstvene vrijednosti tvore nakupine oko —m/2 i 7w/2.

Napomena 3.3 Testiraymo zadatak za n = 10. Norme vandijagonalnih ele-
menata za obje varijante Jacobijeve metode su prikazane na slikama 27 i 28.

Vidimo da vandijagonalni elementi vrlo brzo padaju v nulu, tj. da S(AM)
tezi ka nuli. Osim toga Jacobijeva metoda sa ciklickom strategijom izvrsi 45
iteracija po ciklusu, to znact da je ukupno izvrsila 270 iteracija u 6 ciklusa, sto
je puno vise od 162 koliko je trebalo Klasicnoj Jacobijevoj metode. Medutim,
u prvom sluc¢aju smo postigli puno manju normu vandijagonalnih elemenata.
Provjerimo sada tocnost dobivenih faktorizacija.

Za klasicnu Jacobijevu metodu tmamo

|A — U AUy < 1.4256 - 107 || Al|2, | UFUx — 1|2 < 1.6953 - 1071,
a za Jacobijevu metodu sa ciklickom strategijom
|A — UcAcUZ|2 < 3.8901 - 107 || Al|, |UEUe — 1|2 < 3.7673 - 1071,

Obje metode su dale vrlo tocne rezultate, ali vidimo da je ciklicka metoda
malo manje tocna od klasicne, zbog veceg broja iteracija.
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-2

10 F

10°

S(A)

10° |

-10

10 7 F

10 'k I I I I

0 20 40 60 80
iteracije

Slika 27: Norme vandijagonalnih elemenata
jeve metode.
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po iteracijama Klasi¢ne Jacobi-



S(A)

10 Tk | I I ! |
0 1 2 3 4 5 6
ciklusi

Slika 28: Norme vandijagonalnih elemenata po ciklusima Jacobijeve metode
sa ciklickom strategijom po recima.
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Primjer 3.3 Zelimo rijesiti problem iz primjera 26 za konkretne mase i
opruge. Neka su vrijednosti masa @ krutosti opruga dane u sljedecim tabli-
cama.

1112134
i| 1123|456 |7|8
ki | 10|98 |7|6|5|51|5
Tada su matrice M 1 K dane sa

2 000 24 -9 -5 0
05 00 -9 22 -8 -5
M = 00 3 0]’ K= -5 -8 25 -7
00 0 6 0 -5 —7 18

Podsjetimo se, mi Zelimo rijesiti problem svojstvenih vrijednosti
M Kzy = ¢*x.
PomnoZimo li gornju jednadzbu sa M%, dobit ¢emo

(M2 KM 3)(M3zg) = ¢*(Mzay)
Au = \u

pTi cemu Su ) ) )
A=M"2KM 2, wu=DM2x,, \=¢

Prema tome, u nasem primjeru je

12.0000 —2.8460 —2.0412 0

—2.8460  4.4000 —2.0656 —0.9129

—2.0412 —-2.0656  8.3333 —1.6499 |’
0 —0.9129 -1.6499  3.0000

A:

i mi trazimo svojstvene vrijednosti i vektore matrice A.
Primjenom jedne od Jacobijevih metoda dobit éemo matrice U i A, takve
da je
A~ UAUT,

pri cemu Su
0.9228 0.2354  0.1835 —0.2438
—0.2301 0.6226 —0.4426 —0.6029

—0.3015 0.3894  0.8626 —0.1161 |’
0.0682 0.6367 —0.1625  0.7507
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13.3767 0 0 0

A 0 1.0983 0 0
N 0 0 9.2700 0
0 0 0 3.9883

Dakle, u nasem primjeru imamo 4 rjeSenja koja predstavljaju putanje
slobodnih oscilacija, oblika

z; = M2V 5 =1,2,3,4,

gdje je \; i-ta svojstvena vrijednost od A, a u; njen svojstveni vektor, odnosno
A = diag(\, A2, A3, \g), @ U = [ug ug uz uy]. Na kraju dobivamo

0.6525 0.1298
. —0.1029 3.6574it o —0.1979 3.04474t
T o |© 0 2T 04980 | ©
0.0278 —0.0664
—0.1724 0.1665
. —0.2696 1.9971it o 0.2784 1.04803t
T3 = —0.0670 € T4 = 0.2248 ¢ '
0.3065 0.2599

3.4.2 'Tridijagonalizacija simetricne matrice

Jedan nacin na koji se moze ubrzati iterativha metoda za racunanje svo-
jstvenih vrijednosti simetri¢nih matrica, je ta da se matrica prvo svede na
tridijagonalni oblik, relacijama ortogonalne slicnosti koje u svakom koraku
cuvaju simetricnost i spektar. Nakon toga se koriste vrlo brze metode, speci-
jalno dizajnirane za racunanje svojstvenih vrijednosti tridijagonalne matrice.

Tridijagonalizacija se provodi u konacno mnogo koraka, ponistavanjem
elemenata u matrici. Opéenit proces, za simetricnu matricu A € R™*") je
slican kao kod Jacobijeve metode:

AO = AD = pACUPT =1 E,
gdje je P, € R™" ortogonalna matrica. Tada je [AD]T = A® i =0,.. K,

tj. sve matrice u procesu su ortogonalno slicne i simetricne. Na kraju,
rezultat je A®) = T,,, kod kojeg je T}, oblika
[ di e
ey do
T, =
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Kao i kod QR faktorizacije, tridijagonalizacija se moze napraviti na dva
nacina: pomoc¢u Householderovih reflektora, i pomocéu Givensovih rotacija.

e Tridijagonalizacija pomoéu Householderovih reflektora
Matrice P; biramo kao Householderove reflektore. Pretpostavimo da je
matrica A1 oblika

A1) —

gdje je T; i x ¢ tridijagonalna simetri¢na matrica, B; je (n —i) X (n —1)
simetri¢na matrica, a a; je (n—i)-dimenzionalni vektor, kojem moramo
ponistiti sve elemente osim prvog.

Dakle, trazimo Householderov reflektor P, € R(=9*("=9) takayv da je

*
_ 0
Pia; = —aier = | .
0

Vet znamo da je on tada oblika
_ 1,

P=1—-—vv

)

7

uz vrijednosti

0 — [lasll2, (ai)1 = @1(21,1'20
—ailla, (@) = afy; <0
v, = ai—l—ozielER"_i
vi = |aill2[llaillz + [(ai)] |-
Na kraju je
I, 0
=l 5]



Takoder vrijedi da je B
TP = o]

odnosno ono §to napravimo i-tom stupcu od A®Y mnozeéi ga sa P
slijeva, napravimo isto i i-tom retku mnozeé¢i ga sa P! zdesna. Vazno je
primijetiti da mnozenje matrice A®~1) sa P; slijeva neée promijeniti i-ti
redak odnosno a! , a i obrnuto, mnozenje sa P! zdesna nec¢e promijeniti
1-1 stupac odnosno a;. Zato je sve jedno kojim poretkom izvrsavamo ta
mnozenja. Na kraju i-tog koraka joS moramo azurirati ostatak matrice
B; sa

PZBZPZT = Bz — in»T — UJZ‘UT

uz . .
u; = — B, pi= s—vlui,  w; =u; — piv;.
Vi 27
Matrica A® = P,AC-YDPT ¢e tada imati oblik

0
T
—a; O 0
) —Qy
A(Z) = 0 =
0 PiBiPiT
- O -
0

Ti

— ajy

@41
0 Bia

Sada sve to mozemo sklopiti u algoritam.

Algoritam 3.3 Za danu simetricnu matricu A € R™*™ algoritam ma-
tricu A transformira w matricu T = UT AU, pomoéu Householderovih
reflektora, pri cemu je T tridijagonalna. Matrica U je ortogonalna i
dobiva se kao produkt U = PPy -+ P, o, gdje je P, =1 — %UiUT.

i
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for j=1,...,n—2
begin

na=/> i a3y
if Ajt1,5 > 0 then
begin
a = na,
end
else
begin
a = —na,
end
v; = na(na + |aji14]);
fori=1,...,7
begin
Ui(j) = O;
end
UJ(‘j+)1 = Q1
Aj+1,5 = —Q;
Aj g1 = =

fori=75+2,...,n

begin
vl(j) = Qyj,
aij — O;
Qj; = 0;
end;

fori=j+1,....n

begin
W9 — L S agvd ;
1 Vi k=j+1 "k
end

e G0,
Pj = 3 Zk=j+1 Uk] ukj ’
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fori=45+1,...,n
begin
wd) = ) _ o)
end
fori=75+1,....n
begin
Qi = Qi — ngj )Ui(j ) ;

for k=1+1,...,n

begin
Qe = Gy — wz(j)vlgj) _ w,gj)vfj);
Af; = Qiky
end
end
end;
T=A;

e Tridijagonalizacija pomocéu Givensovih rotacija
Matrice P; biramo kao Givensove rotacije. Pretpostavimo da je matrica
AU~ oblika

0
T
i1 i1
N A
- akzz—i-l,k:
A1) — : ,
(i—1) (i—1)
0 a i B,
0
— O -

gdje je Ty k x k tridijagonalna simetri¢na matrica, a B,(:_l) je (n—k) x
(n — k) simetri¢na matrica. Zelimo ponistiti element na poziciji (I, k).

Trazimo 2-dimenzionalnu Givensovu rotaciju P; takvu da je

(i—1
al('li% ] _ |: a; :| )
Qe 0
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Znamo da je P; oblika

<9I
I
—
» O
P
o
<0 e
<)
| I

uz vrijednosti

i = =0
i—1
az(fui
c; =
Q;
(i—1)
s = i
Q;
Na kraju je
L, 0 0
P, = 0O F O
0 0 I,y

Isto vrijedi da je

[ al(z__ll,z al(,i_l) ] P = [ a; 0 } ;

odnosno ono §to napravimo u k-tom stupcu od A%~V mnozeéi ga sa P!
slijeva, napravimo isto i k-tom retku mnozeci ga sa P; zdesna. Vazno
je primijetiti da mnozenje matrice A“™V sa P! slijeva neé¢e promijeniti
k-ti redak, a i obrnuto, mnozenje sa P; zdesna ne¢e promijeniti k-ti
stupac. Zato je sve jedno kojim poretkom izvrsavamo ta mnozenja. Na

kraju i-tog koraka jos moramo azurirati ostatak matrice B},

(Fl), s time

da se kod nje mijenjaju samo [ — 1-i i [-ti redak i stupac, slicno kao kod

Jacobijeve metode. Zato imamo

al(i)l,l—l = C?az(:b)q + 2Ci5ial(i_1;) + S?Gl(zi_l)
al(i)l,l = al(i:ﬁl)(C? - 312) + (az(zi_l) - az(i_l,lz)q)cisi
a = sfa) = 2esa ) + Y
al(i)l,j = ag-fl)_l = ciagfl__ll) + sia%_l), j=k+1,
al(;.) = a%) = —siagf:f + cia%_l), j=k+1,
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Matrica A®) = PTAG=1 P ée tada imati oblik

0
T
- ai(;J)rlk a’l(z—)lkz 0O --- 0
akz-i-l,k
A — :
0 Ja, By
- O -

Vazno je jos spomenuti pivotnu strategiju, koja je prema gore opisanome

oblika
¥ x 4
* % %
4 *x %
3 7
2 6 9
1 5 8

* ¥ % N W

10

¥ % X% O O DN

1
5
3

—_

0

*
*

Napokon mozemo sve to sklopiti u algoritam.

Algoritam 3.4 Za danu simetricnu matricu A € R™*™ algoritam ma-
tricu A transformira v matricu T = UT AU, pomoéu Givensovih rotacija,
pri cemu je T' tridijagonalna. Matrica U je ortogonalna i dobiva se kao
produkt U = Py Py -+ - Pi_1y(n—2)/2, 9dje je By Giensova rotacija.

for j=1,...,n—2

begin
fori=nn—-1,...57+2
begin
if |ai;| > |ai-1
begin
7= %-Li.
c = Signlais) .
VitrZ’
s =cT;
end
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else

begin
T = 2 ;
ai-1,j
5 — Siglai-1,4) .
1+72
= ST;
end
_ 2 2.
Qi1 = /A1 T a5

ji-1 = Gi—1,45;
Q35 = O,'
aj; = O;'
pom = a;—1;—1;
pom2 = a;_1;;
ai1i-1 = C* - pom + 2cs - pom2 + s*a;;
ai—1; = —cs-pom+ (? — s?) - pom2 + csay;
Q-1 = Qj—1,5,
a; = s% - pom — 2cs - pom2 + c*a;;;
fork=74+1...n
begin
ifk#4i—1and k #1
begin
pom = agi—1;
Qgi—1 = C-POM + S+ Qp;;
Qi = —S * POM ~+ C* Qki;
Q-1 k = Qki—1; Qi = Qs
end
end
end
end
T=A;
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Zadatak 3.2 Rijesimo isti problem kao i u zadatku 3.1, samo sto cemo ko-
ristiti oba dvije vrste tridijagonalizacije.

Napomena 3.4 Prvo izracunajmo tridijagonalni oblik za matricu A € R19x10

pomocu Householderovih reflektora. Dobiveni su tridijagonalna matrica Ty 1
matrica Uy, za koje vrijedi

|A = UgTrUL||2 < 1.6935 - 1071%|| Alf, \ULEUy — I|j; < 1.1316 - 1071,

Sto je prilicno toc¢no. Ako sada izracunamo spektralnu dekompoziciju matrice
Ty, odnosno

Tada je

aproksimacija spektralne dekompozicije matrice A. Za mju imamo
A= WyAgWE|2 < 2.1678-1071°||A|,, |WEWy — 1|2 < 2.1678-1071°,

Sto bas nije jako tocno. (Velika greska se dogodila kod koristenja Ocatve-
ine funkcije eig pri racunanju spektralne dekompozicije matrice Ty na koju
nemamo utjecaja.)

Napravimo sada isti racun i za tridijagonalizaciju pomocu Givensovih
rotacija. Dobit cemo tridijagonalnu matricu T © matricu Ug, za koje vrijedi

|A = UsTaUg lla < 2.1404 - 107 (| All,  [|[UGUg — ]l < 1.2589 - 107",

sto je prilicno tocno. Ako sada izracunamo spektralnu dekompoziciju matrice
Tq, odnosno

Te = VeAaVE, Wa =UgVe,

Tada je
A~ WeAeWi

aproksimacija spektralne dekompozicije matrice A. Za nju imamo
[A—=WaAeWe |2 <3.0129-10 || Ally,  [[WEWe — I3 < 2.3554-107"7,

Sto je toco prema ocekivanju. Ako sada te rezultate usporedimo sa rezultatima
klasicne Jacobijeve metode, tada vidimo da je Jacobijeva metoda tocnija, ali
je sporija, jer joj je potrebno vise racunskih operacija od racunangja spektralne
dekompozicije pomocu tridijagonalizacije.
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